Kapitel 111

Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

S. 3. 1. (Additionssatz
SeienA und B zweibeliebigeEreignisse. Dann gilt

P(AOB)=P(A) +P(B)-P(An B)

BS. 3. 1.
Die nachfolgende Tabelle zeigt den Anteil der Shiele, die an einer Universitat aktiv
FuRball bzw. Basketball spielen:

FuRRball (A): 60%
Basketball 8 ): 50%
Sowohl Fuf3ball als auch Basketball: 30%

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein digf@usgewahlter Student

1. Fuf3ball oder Basketball spielt?
2. weder Ful3ball noch Basketball spielt??

LOosung:

1.
P(AOB)=P(A) +P(B)-P(An B)
= 060+ 050- 030
= 080

1- P(AO B)=1- 0.80
= 020

B.3. 1
Axiom Il der axiomatischen Definition der Wahrsahlehkeit ist ein Spezialfall des
Additionssatzes fur zwei unvertragliche Ereignisse.

D. 3. 1. (Bedingte Wahrscheinlichke)t
SeiA, B0 S. Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereighisintritt unter der Bedingung, dass

das Ereigni8 eingetreten ist, wird folgendermal3en definiert:

P(An B)
P(A/ B):= P(B)
0, falls P(B)=0

falls P(B)>0



BS. 3. 2.

Eine Gruppe hat zwei Klausuren in Mathe geschrieB8% der Studierenden haben die erste
und die 2. Klausur und 42% die erste Klausur belstan

Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Sttehder, der die erste Klausur bestanden
hat, auch die zweite Klausur erfolgreich abgesd@nsat?

Losung:
Sei
B: ,Ein Studierender hat die erste Klausur bestantien
A:  Ein Studierender hat die zweite Klausur bestande
Wir haben:
P(B) = 0.42, P(An B)= 025.
Damit gilt:

P(A/B) =222 ~ 060
0.42

B.3.2.
Ahnlich definieren wir die Wahrscheinlichkeit, dass EreignisB eintritt unter der
Bedingung, dass ein Ereignisbereits eingetreten ist:

P(Bn A
P(B/ A= P(A)
0, falls P(A)=0

, falls P(A)>0

B.3.3.
WegerP(An B)= P(B n A), erhalt man:

P(A)[P(A/B) = P(B)[P(B/A).

S. 3. 2. (Produktregel fir zwei beliebige Ereignisse
Seien A, B 0 Szwei beliebigeEreignisse. Dann gilt:

P(An B)= (BOR A B

=P AJPBI/A

BS. 3. 3.

Drei defekte und sechs gute Gluhbirnen sind ausélfem durcheinander gekommen. Zwei
werden zufallig gewahlt.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass beidesiyud?



LOosung:
A:  ,Die zweite Gluhbirne ist gut. “

B: ,Die erste Gluhbirne ist gut. “

P(AN B):gag-z 042

B. 3. 4.
Der Multiplikationssatz kanm beliebigeEreignisseE, ,i = 1,2,...,n, erweitert werden:

P(_rSlEi) = P(E,) (P(E, / E,) (P(E, / E, n E,)..P(E, /EllEi).
D. 3. 2. (Unabhangige Ereignisse
Das EreignisA heil3t mabhangigvonB , wenn
P(A) = P(A/B).

Gilt; andernfalls heif3t esbhangig vors .

S.3.3.
(Ais unabhangig voB) = (B ist unabhangig vom).
Beweis:
p(8/ A) = PA/B) (P(B)
P(A)
_ P(A)[P(B)
P(A)
= P(B)
B.3.4

Auf Grund des Satzes S. 3. 5. kann man von mwabhangigen Ereignisseprechen.

BS. 3. 4.
Aus einem Skatblatt (32 Karten) wird eine Karteagen. Sei

A: ,Die Karte ist ein Ass.”
B: ,Die Karte ist eine Karo."
C: ,Die Karte ist ein Karo-Ass."



Sind folgende Ereignispaare unabhéangig:

A, B
C,A

—~
N —

1.
2.
LOsung

1.

P(A) = % = P(A/B)

Damit sind die Ereigniss@, B unabhangig.

2.
1

1
2= P(C/A
4 P(CIA)

Damit sind die Ereigniss@, C abhangig.

S. 3. 4. (Multiplikationsregel fur zwei unabhangige Ereignigs
SeienA, B 0 Szweiunabhangigeereignisse. Dann gilt:

P(An B)=P(A)[P(B)
Beweis:

P(An B) = P(B)[P(A/B)
= P(A) [P(B)

B.3.5.
Der Begriff Unabhangigkeit lasst sich auch auf 2 Ereignisse verallgemeinern.

S. 3. 5. (Multiplikationsregel fur unabhangige Ereignisse
Seierg, ,i = 1,2,...,n, unabhangigeereignisse. Dann gilt:

=

P(i 1Eij:ﬂlP(Ei).

BS. 3.5.
Betrachtet seien die Maschinen,i = 1,2,3, mit den Zuverlassigkeiten:

M,: 0.9, M,: 0.8, M,: 0.85.

Unter der Annahme, dass die drei Maschinen unali&ogeinander arbeiten, berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass

1. keine Maschine ausfallt.



2. alle Maschinen ausfallen.

Losung
Sei

E : ,MaschineM, fallt nichtaus.”j = 1,2,3.
P(E, n E, n E;) = P(E,)[P(E,) [P(E;)

=091081085= 0612

P(Ein E2n Es) = P(E1) (P(E2) [P(Es)
=(1-09)[(@-08)[(1- 085 = 0003

S. 3. 6.
Seierg, ,i = 1,2,...,n, unabhangigeereignisse. Dann gilt:

p(i@lEij =1-0-P(E))

BS. 3. 5. (Fortsetzuny

3. mindestens eine Maschine nicht ausfallt.
4. mindestens eine Maschine fallt aus.

LOsung:

3. P(E,0E,0E,)=1-(-P(E)) [A- P(E,) [ A~ P(E,))

=1-(1- 09)[(L- 0.8)[ (1- 085)
=1- 0003= 0997

4. P(E:10E.0Es3)=1-(@1-P(E1))Ol- P(E2)) M- P(Es))

=1-(1- 0.1)[(1- 0.2)[(L- 0.15)
=1- 0612= 0388

BS. 3. 6.

Die Wahrscheinlichkeit, ein Flugzeug mit einem Sshau treffen ist gleich 0.004. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, ein Flugzeug mit 250 &ssen zu vernichten? Es sei
vorausgesetzt, dass ein Flugzeug vernicht wirts & mindestens einmal getroffen wird.

LOsung:
Sei

E,, i =12,...,250: “das Flugzeug, mit dem- ten Schuss zu treffen®.

5



P[Oajzl—ﬁoa— P(E))
=1-(1- 0004)**

=1-0.367142=0.632858
S. 3. 7. (Totale Wahrscheinlichkeik
Die Ereigniss®,,i = 1,2,...,n, mogen eine vollstandige Gruppe bilden. Fiir eirebsges

EreignisA gilt dann:

P(A) = S P(A/B)[P(B)).

Beweis:
A=Qn A
=(D Bijn A
:.:(Bi n A)

i=1

P(A) = P(ﬁl(Bi n A)j

=Y P(B n A)

= Y P(A/B,)[P(B)) -

BS. 3. 7.

Gegeben seien drei voneinander unterscheinbargp@numn Urnen.

Die erste Gruppe besteht aus 3 Urnen. Jede Urserdsruppe enthélt 2 weil3e und 3 rote
Kugeln. Die zweite Gruppe besteht aus 2 Urnen. Wede dieser Gruppe enthéalt 4 weil3e und
1 rote Kugeln. Die dritte Gruppe besteht aus éuree. Diese enthalt O weil3e und 8 rote
Kugel.

1. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, eine weil3e &luzu wahlen?
2. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, eine rote Kugewahlen?
LOsung:
Seien

A ~eine weil3e Kugel wahlen”,

B,,i=123: ,die gewahlte Urne gehort zur Grupie



P(A) = 3. P(A/B,) [P(B))

= E + g [.)4_ + 1 (D= l
6 5 65 6 15
2.
P(A) = 3. P(A/B ) (P(B))
i=1
= § EE + _2 Eﬂ'+ _1|:|_ = _8
65 65 6 1t
S. 3. 8. (Bayes
Die Ereigniss®,,i = 1,2,...,n, mogen eine vollstandige Gruppe bilden. Fiir eirebsges

EreignisA # [0 gilt:

Beweis:

P(B, n A)=P(A)(P(B,/A)=P(B,)IP(A/B,)
P(B,)(P(A/B))
P(A)

_ P(A/B)IP(B) | =121

> P(A/B,)P(B))

i=1

P(B,/A)=

BS. 3. 8.

Eine Fabrik produziert ein Produkt auf drei MaseiminDie erste Maschine produziert 25%,
die zweite 35% und die dritte 40% der GesamtpradokErfahrung zeigt, dass 5% der auf
der ersten Maschine hergestellten Produkte Aussdhind. Die Ausschussquote der zweiten
bzw. der dritten Maschine betragt 4% bzw. 2%.

Ein Produkt wird zufallig gewahlt. Wie grol3 ist diéahrscheinlichkeit, dass ein
Ausschussprodukt auf der

1. ersten
2. zweiten
3. dritten

Maschine hergestellt wurde?

LOsung:
Sei

A LEin Produkt ist Ausschuss.”,



B.: ,Ein Produkt wurde auf der Maschin&ergestellt.”

Wir haben:
P(B,) = 025, P(B,)= 035, P(B,) = 040,
P(A/B,)= 005, P(A/B,)= 004, P(A/B,)= 002
1.
P(B/ A) = 0.05000.25 2
0.0500.25+ 0.0410.35 0.02 0.40 |
2.
P(B,/ A) = 0.0400.35 _2¢
0.0500.25+ 0.0410.3%5 0.02 0.40 ¢
3.
P(B,/ A) = 0.02000.40 _ e
0.0500.25+ 0.0410.35 0.02 0.40 |
B.3.4.

Die WahrscheinlichkeiteR(A/ B, ) heiRenApriori-Wahrscheinlichkeiten and diB, / A)
AposteriortWahrscheinlichkeiten

S.3.9.

Gegeben sei eine endliche Menge khElementen, in devl < N Elementen eine gewisse
Eigenschaft besitzen. Es wird eine Stichprobe nanN Elementen gewahlt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Stichprabeg n Elementen mit der genannten
Eigenschaft enthalt ist im Falle

1. ohne Zurucklegen:

P

_ n
ohne Zuriicklegent™ N

2. mit Zuricklegen

n
— m n-m
Pmit Zuriicklegen ( j Ep [q ’

m

M
— =P, =1-
N Y q Y



BS. 3.9.
Eine Kiste enthalt 25 Gegenstanden, von denen felktdgnd. Es werden 2 Gegenstande

gewahlt.

1. ohne Zurtcklegen
2. mit Zurlcklegen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
i) beide Gegenstandeeinwandfrei

i) genau ein Gegenstand defekt
iii) beide Gegenstande defekt.

Sind.:
LOsung:
N =25, M =10, n=2, p=0_2
25 5
1 2.
) m=0 p=_ p=2
20 25
i) m=1 p=1 p-12
2 25
iy m=2 p=3 p= 4
20 25
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