N.4.1.
Ziel dieser Aufgabe ist es, mit dem Gesamtschrittverfahren eine Naherungsldsung des
linearen Gleichungssystems

3x-1l6y+ 2z= 21
—-4x+ y-12z2=-17
14x- y+ 4z= 19

zu bestimmen.
(i) Zeigen Sie: Die exakte Losung des linearen Gleichungssystems ist
s
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1 10

(i) Nach einer geeigneten Vertauschung der Gleichungen I&i3t sich das so entstandene
lineare Gleichungssystem

Ax=b

néherungsweise mit dem Gesamtschrittverfahren losen.
Geben Sie A und b an.

(iti)  Sei D die Diagonalmatrix mit denselben Diagonalelementen wie Aund

J=-D*(A-D)
die lterationsmatrix des Gesamtschrittverfahrens.
Berechnen Sie J.

(iv)  Freine beliebige quadratische nxn—Matrix B =(b;), ;5 , ist die Zeilensummennorm

definiert:

[Bl. =max 5oy

Zeigen Sie, daB die Matrix J das Zeilensummenkriterium erfillt:
9] <1

Zur Erinnerung: Das Zeilensummenkriterium ist hinreichend fur die Konvergenz des
Gesamtschrittverfahrens.

(v) Stellen Sie die Iterationsschrift des Gesamtschrittverfahrens
x™ =3x™+D?p

auf.
Waéhlen Sie den Startvektor



(vi)

(vii)

N.4.2.

. %8
X =0.00]

s
und berechnen Sie das Element x™ der Iterationsfolge.

Ha
Wihlen Sie fir die Vektoren x =[x, Odes R® die Maximumnorm

o
b, =mas,

Sei x” OR® die exakte Losung des linearen Gleichungssystems. Die a-priori-
Fehlerabschéatzung des Banachschen Fixpunktsatzes erlaubt es, bereits nach einer

lteration abzuschatzen wie viele Iterationen mindestens notwendig sind, um X~ bis auf
eine vorgegebene Genauigkeit zu approximieren:

n
< ||J||oo ||X(1)_X(0)|| _

||x(”)—x* <
" 1| feo

Sie sollen nun X in der Matrixnorm bis auf einen Fehler von héchstens 10 nihern.
SchlielRen Sie mit der a-priori-Abschétzung auf die Zahl der Iterationen, die
mindestens notwendig sind, um diese Genauigkeit zu erreichen.

Fuhren Sie so viele Iterationen des Gesamtschrittverfahrens durch, bis der
Iterationsvektor x™ die exakte Lésung X~ in der Matrixnorm bis auf einen Fehler von
107 nahert.

Geben Sie die Elemente der Iterationsfolge auf 4 Nachkommastellen gerundet an.

Das lineare Gleichungssystem

Ax=Db

mit der Matrix

5 -1 1
A:(aij)lsi,jsn =0l 5 -1g
H1i -1 5H



und der rechten Seite

H
b=70

170

soll naherungsweise, ausgehend vom Startvektor x=(1 1 1)", mit dem
Einzelschrittverfahren gelst werden.

(i)

(i)

(iii)
(iv)

Man weise nach, dal} das Zeilensummenkriterium

erfullt ist.

Mit der a-priori-Fehlerabschatzung

k
[ =] s o <@L

bestimme man eine ausrelchende Anzahl von lterationen, so daR der Fehler

||x(k) —x*”w <0510° =¢

gilt.

Man fiihre drei Iterationsschritte mit dem Einzelschrittverfahren durch.

Mit der a-posteriori-Fehlerabschétzung

L,
< =], s o -x*),

gebe man eine Fehlerschranke fir x©.



N.4.3.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

Xt 4% - X;3=p
2X, + 6X, +3%; =(
o5x, +18x, +ax; =r

(1) Zunéchst sei a=0. Uberpriifen Sie mit dem GauBschen Algorithmus, ob das System
flr beliebige Werte von p, q, r l6sbar ist und ermitteln Sie gegebenenfalls alle
Ldsungen des Systems.

(i) Begrlinden Sie, dal3 das lineare Gleichungssystem fiir a #0 und beliebige Werte von

P, d,r genau eine Losung besitzt.

(i) Sei

a=10", p:l, =2 =120
7 13 1300

Finden Sie zunachst die exakte Ldsung durch rundungsfehlerfreies Rechnen mit
rationalen Zahlen.

Bestimmen Sie dann numerisch eine Naherungslésung des linearen
Gleichungssystems. Rechnen Sie dazu den GaulRalgorithmus mit Spaltenpivotwahl mit
dem Taschenrechner durch und runden Sie alle auftretenden Zahlen auf 7
Nachkommastellen.

Vergleichen Sie das numerische Ergebnis mit dem exakten. Wie erklaren Sie sich den
Unterschied.

N.4.4.
Es ist das lineare Gleichungssystem

40 1 1HH HE

M 10 10X, Fr2o

1 100k H BH

1
iterativ, ausgehend vom Startvektor x° =[0.10] mit dem Gesamtschrittverfahren

10
n&herungsweise zu losen, so daB (in der Maximumnorm) der Fehler zwischen
Naherungslosung und exakter Lésung (=: X ) hichstens & =0.00005 ist.

a) Man weise nach, dal fiir das gegebene Gleichungssystem das Zeilensummenkriterium

L, = max@iﬁi
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erfullt ist.

b) Mit der a-priori-Fehlerabschétzung

Lk
<o

||x(k) -x'| <
°1-L,

ermittle man eine ausreichende Anzahl k von Iterationen, so daR sich derk -te iterierte
Vektor x*von der exakten Losung (in der Maximumnorm) um héchstens &

unterscheidet.

Man fihre das Gesamtschrittverfahren durch und breche die Iteration ab, falls mit der a-
posteriori-Fehlerabschatzung
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garantiert werden kann, dal} die geforderte Genauigkeit erreicht ist.
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