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Kapitel VII
Untersuchung von Funktionen mittels
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7. 5.

f'(X) = x> +2x=xQx+2),
f'(x)>0 - (x>0 L x+2>0 L (x<0L x+2<0)

(x>0 L x+2>0 = x>0
-2<x<0

(x<O0 L x+2<0) = x>0



f (X) ist streng monoton wachsend ih—c —2[ und ]0, + o [und streng monoton fallend in
1-2 0.

7. 6.
f(x)=@1+x)" -1-nx,
f' () =nfl+x)"™" -n= n[h(l+ x)" —1],
f'(x)>0, wenn (1+x)"" >1.
(n-)On(l+x)>0 far x> Q
(n-)0n(1+x)<0 fur -1<x<0,

Damit istf auf] -1, O] streng monoton fallen und auf ]8,cc sfreng monoton wachsend,
d. h.

f(x)>f(0), x>-1, x£0.

7. 7.

f'(x) = —4sinx - 2sin2x = -2 [{2sinx + sin2x)
= —2[{2sinx + 2sinx [tosXx)
= -4 [{sinx + sinx [0sX)
= —4[{sinx {1+ cosx)).
Kritische Stellen:
x = 2k, x? =(2k+1)0r, k. ganz
f"(X) = —4cosx — 4c0s2x
f'(x%)=-8<0,

d.h.f(x) hat beix? relative Maxima mit (x)=5.
Wegen

f'(x?) =" (x?) =0, £ (x")=12>0

hat f (x)bei x?' relative Minima mitf (x2¥) = -3.
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f'(x) =3 -x* & =x* @ [3-x)

b)

f'(x):=0
Kritische Stellen:
x =0, X, =3.
f'(x)=6x@> -3’ -3’ +x* @&,
f'(0)=0, f"(0)#0,d.h. f(0) ist kein relativer Extremwert.

f'(3)<0, d.h. f(3)=27e ist relatives Maximum.

7.8.

f(x)=(x+1)°(x-2), xOR
f'(x) =50x+1)* [{x-2) +(x+1)° = (x+1)* [{5x-10+ x +1)
= (x+1)* (6x-9) =3{x +1)* [{2x - 3))
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f'(x):=0 = x=-1, x=§,

£(x) :3[h4[(x+1)3 [(2x—3)+2[ﬂx+1)4]

=300x +1)° ifx - 1)

(-1 =0

£ (x) = 3008 C{x + 1)? [{x —1) + (x+1)°| = 60Cfx +1)? [f2x—1)
(-1 =0

£ = 2400(x+1), FO(-)=0

f® =240%#0,

d.h. f (-1 istkein(relativer) Extremwert.

Andererseits ist wegen

o o

3 5 . .
fl=|= ——5 €in relatives Minimum.
2 2
b)
xOx-1) fur x>1 2x-1 fiur x>1
f(x) = 1) ] ; f'(x) = i} :
x[-x+1) fir x<1 -2x+1 fur x<1
, 1
f'x)=0 = x=§, x=1

In x =1 ist die Funktion nicht differenzierbar, aber wegen

lim(-2x+1)<0  und |ir111(2x—1)> 0

X-1

ist f () = 0 ein relatives Minimum.

Fernerist f''(x) =-2< 0flrx<1. Daher istf (%j :% ein relatives Maximum.



7.9.
f0)=5 = d=5
f(4=33 = 64a+l6b+4c=28
f'(x) =3ax® + 2bx+c;

f(0)=0, f(49=0= c=0 48+8=0

6a+b=0 7 21
= a=-—, b=—7
1l6a+4b=7 8 4
Damit erhalt man
f(x):—ZD<32—15<2+5
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7. 10.
f'(x) = 20{x + 3) {x — 2)° + 30{x - 2)° [{x + 3)°
= (x+3){x—2)" [{2x - 4+3x+9)
=50{x +3){x - 2)* [{x +1)
Kritische Stellen ir] - 23 [: x, = -1, X, =2

f"(x):5[t(x—2)2 [qx+1)+2[ﬂx+3)[ﬂx—2)[ﬂx+l)+(x+3)Eﬂx—2)2]



f'(-1) >0 = f(x) nimmtin x, = -1 ein relatives Minimum an mif (-1) =- 108
f'(2=0

Wegenxliﬁn; f(2) > Ound X“f? f(2) > Onimmt f(x) in X, =2 kein relatives Extremum an.
f(-2) =-64; f (3) = 36.

Damit nimmt f (x ) in x = 3 das absolute Maximum und k= - dhs absolute Minimum

an:
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fi=)=(=+3)2(=-2)°

20 /
oo
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—40
—&0
0o

7.11.

X
f(x)= OR.
(x) i1

£1(x) = x? +1-2x2 _ 1-x?
(e +1f (e +1)

F1(x) = —ZXE(X2 +1)2 —4x[ﬂx2 +1)[ﬁl— xz) _ ZXE(X2 —3) YR

1
> XxOR

e +1)° (2 +1f
" _2x[ﬁx2—3) <0 fur xD—oo,—\/é[D]o,\/é
o= (x2+1)3 {>O far x0O —\/_3,0[D}\/§,+oo

f ist auf ]—oo,—\/§lD ]O, \/§l streng konkav und a];h‘\/?s,O[D \/?3,+w[ streng konvex.

7.12.

f'(x) = 2xn x+L0¢ = 2xn+ x
X

" (x) =2[ﬂnx+1E?_x+1:2Eﬂn X+3
X

1
(]
N w

2llInx+3=0, Inxz—g, X



3 3

f (x) hat in (e_z , f (e_z)] = (e_g , —ge‘sJ einen Wendepunk.
7.13.
a)
1. Definitionsbereich
f ist definiert auR".
2. Stetigkeit
f ist stetig auR®.
3. Symmetrie
f(-x)=(-xP’@™=x*@ #x’@* =f(x) = keine gerade Funktion.
—f(-x)=-x"@*zx*@* =f(x) = keine ungerade Funktion.
4. Schnittpunkte mit den Achsen
X=0 = y=0

5. Monotonie
Wegen

>0 fir O<x<?2
<0 fir x<2undfirx>2

f(x) :XEQZ—X)E‘X{

ist f auf ]0,2[ streng monoton wachsend und ptdfo,0[[1]2, + 0 strgng monoton fallend.

6. Extremwerte
Nach den Ergebnissen der Monotonieuntersuchund hadas relative Minimumf (0) = Qand

das relative Maximunfi (2) =4e” = 054

7. Krimmungsverhalten und Wendepunkte
Es qgilt

f (x) = (x2 —4x+2)®’x.
Das Polynonﬁx2 —4x+ 2) hat die Nullstellen:
x, =2-+/2 = 059, X, =2+~/2 = 341,

Daher ist



>0 fur x<x undfarx>x,

f7(x) = (x—xl)Eﬂx—xz)W{

<0 fur x <x<x,

Somit istf auf ] — oo, x,[]X,, + oo streng konvex und adk,, x,[ streng konkav.
f hat die Wendepunkt®,(x,, f (x)) undP,(x,, f (x,)). Dabei ist f (x,) = 019
undf (x,)= 038.

8. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten

lim f(x) = +oo

X - —00

lim f(x) = lim @ ~tim @9 i 2 2o,
X o +00 X o +00 (ex) X - +00 (ex) X-+0 @

Fir x - +co hat f also die Asymptotg = ODagegen haf wegen

lim M: lim x> = -

X - —00 X X — —00

fir x —» —oo keine Asymptote.

b)
1. Definitionsbereich

f ist definiert auf— 2,+ oo[.
2. Stetigkeit
f ist stetig auﬁ— 2,+ oo[.

3. Symmetrie

f(=x) =8/(-x)° + 20~ x)? =3/-x* +2x% 23/ +2x% = £ (¥)



= keine gerade Funktion.

—f(-x)=R-x+2x2 #¥x®+2x2 = f(x) = keine ungerade Funktion.
4. Schnittpunkte mit den Achsen
)] mit der y — Achse

x=0= y=0

i) x— Achse
y= 0= xX*+2x*=0, x =-2 X, =0.
5. Monotonie
Wegen
<0 for —ﬂ<x<0
00 = x[[3x + 4) 3

2
3‘%\/x3+2x2) >0 fur —2<x<—g und fir x>0

istf auf]- 2,-%[ streng monoton wachsend und aufg ,0[ streng monoton fallend.

(Die Funktionf ist in x = 0 nicht differenzierbar!)

6. Extremwerte
Nach den Ergebnissen der Monotonieuntersuchund haas relative Minimumf (0) = QOnd

das relative Maximunﬁ(—gj = % /4 = 106.

Eine weitere kritische Stelle der Funktidnst die Stellex = - 2 Wegenf (-2) = Ghimmt die
Funktion auch hier ein relatives Minimum an, obwdhh x = -2 lediglich linksseitig
differenzierbar ist.

7. Krimmungsverhalten und Wendepunkte
Es gilt

8

9rfx +2)3/(x* + 2x° jz

also f '(x) < Ofur —2<x< 0 und firx> Q
Somitistf auf ] - 2,0[0]0, + o[ streng konkav.
f hat keine Wendepunkte.

()=~

, Xx>-2, X#0,
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8. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten
Es qgilt

3/ %3 1+
lim ( X) = = lim = lim 31/1+—
X — +00 X — +00 X — 400

. lim[f(x) 1D<]=§ (Siehe 7. 3. b))

X +00

Daher ist die Gerade
y—x+2
3

Asymptote vonf flr x — +oo .

2 —
f(x):LZXJ', XZ 0.
X

1. Definitionsbereich

D(f)=R\0} .

Es qgilt
X-0 = fX)- +o

X-0 = fK)- -

Damit ist die Geradex = 0 eine vertikale Asymptote der Funktion.
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2. Stetigkeit
f(x)ist stetig inD(f).

3. Symmetrie

f(x); f(=x), OxO D( f).
Nein, denn

f(—x):M¢ £(X).

Damit ist die Funktion keine gerade Funktion.

F(x)=— f(=x), Ox0 D( ).

Nein, denn

2
_f(_x):w¢ F(X) .

Damit ist die Funktion auch keine ungerade Funktion

4. Schnittpunkte mit den Achsen
Wegenx # 0 gibt es keine Schnittpunkte mit dgr- Achse Andererseits gilt:

x> +2x-1

=0 & X¥+2x-1=0 = x=-2+ 20 x- 2 .
X

5. Monotonie

X) = (2x+2)Ik- (X +2x-1)_ X+1

NG X

f(
Wegen f '(x) >0, OxO D(f), ist f(x)im gesamten Definitionsbereich streng monoton

wachsend.

6. Extrema
Wegen f '(x) # Ohat die Funktion keine Extremwerte.

7. Krimmungsverhalten

2xD<2—2x[ﬁx2+])__£

f(x) = = 5
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<0 fur x>0
f"(x) ) :
>0 fir x<O

Damit ist f (x) konvex in]—co, O[ und konkav ifj0, +oo[. Es gibt aber weger # Okeine
Wendepunkte.

8. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten
Die Funktion hat eine schiefe Asymptote

y=ax+b
a:|imw
X — 00 X
XA+ 2x-1 . 2 1
a=lim————=lim|1+--—=|=1
xoo X xw( X xz)

b=lim( (X - alk)

b=lim( (X - aly) :|Xi[rl(x2%x_l—1j=|lm [ X+ 2% 1 Xszlim (2 ——1j:2

- 00 X X 00 X

Die Gleichung der schiefen Asymptote lautet:

y=x+2.

2 —
Wegen f (X) _Xr2xl X+ 2——1 gilt:
X X

X - —00 = f(X)—>_0°

X — +oo f— f(X)—>+00

-10
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(Letzte Aktualisierung: 21.02.05)
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