Kapitel 111

Grenzwert einer Funktion
(Losungen)

3.1.
a)

Fir jede Folge {xn} mit x, #0, x, Z1 und lim x, =0gilt:

nON N 4o

3x+2 3limx +lim2

Ilm - n - +oo n- +o - —
x-0 x =1 lim x, = lim1
n - +o n - +o

b)

Wegen
x2—4:(x+2)[(x—2):x_2 %2
X+2 X+2 ’

erhalt man:

Fir jede Folge {xn} mit x, # -2 und lim x, = -2 hat man

nON o 4o

lim f(x,)=lim(x, -2)=-2-2=-4.

n - +oo n - +oo

3. 2.
Firr jede Folge {x }

oy Mit X, #2, X, # —% und lim x, = 2gilt:

n — +oo

. X+4 . X +4
lim =lim-—" =
x-23x+1 n-=3x, +1
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b)

E L ...3—3,...; limx, =

2, 2, S 0 1
2 4 5 n n-e

w | oo

y — 5 Uber die Folge

4! gl l_’E’ 2_, --.S_E,,,,
2 3 4 5 n
c)
N Eg : limx, =
4 9 16 25 O N oo
y — 2 (ber die Folge
3' g' B’ ﬁl 2' ".2+i2'”
4 9 16 25 n
3.4.
1.
(-1)* - -1 tber die Wertefolge -1,-1, -1, -1,...
2.

(-1)* - +1 Uber die Wertefolge +1, +1, +1, +1,...

Da (-1)*bei den beiden Folgen gegen verschiedene Grenzwerte konvergiert, existiert
Iirrom(—l)xnicht; es gilt f(0) =(-1)° =+1.

3.5.
Sei
xn:i. IimsinizlimO:O
nlr note X nee
xn:#: Iimsinizlimlzl.
(4n+1)0r pete X neo
3. 6.

Mit & = 0.001muss eine geeignete Relation zwischen |(4x —7)-1 und |x - 2| gefunden

werden.
Wegen



(4x~7)-1]=|4x -8 = 4[fx - 2 < 0.001
gilt

0.001 0.00025.

x-2|<

Damit hat man stets fiir & =0.00025:
0<|x-2<0.00025 O |(4x-7)-1<0.001.

3.7.

Die Ungleichung ‘E’%Q—l‘ <0.001 kann folgendermalien aquivalent umgeformt werden:

HL H1<0001 = -0001<-L -1<0.001
¢ 0 X

- 1-0.001< = -1<1+0.001
X

1 <2<1

X
1+0.001 1-001

1 1
o ——-1<X-1<——-1
v1+0.001 v1-0.001

= —0.00049961 < x —1<0.0005004 .

Hieraus folgt
[x -1 < min{~0.0004996},/0.005004}..

Fir 0 =0.0004996 hat man dann

[x~1/<0.0004996 [ %'4 <0.001.
X

3.8.
Wir missen zeigen:

Je>0, [6>0,50dass 0<|x-1<& O [(®+5x*)-¢/<e:
(* +5x%) -6 =|(x-1) +8fx-1)* +130{x 1)

<|(x =2 | +[p x~2)| + 13 0fx 1)

=[x -1 +80x-1" +130x -1,

Seinun 0<d <1.Fir nON und |x=1 <3 erhalt man |x—]jn <d,d.h.
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x3 +5x? —6‘s|x—]43 +8E|}<—]42 +130x -1

<d+80+13d =225.

Fir 220 < & erhédlt man d < %

WéhIt man nun & < min{l, 28—2}, so gilt:

Oe >0, 0>0,s0dass 0<|x-1<d O ‘(x3+5x2)—6‘<£,

dh. limx* +5x*)=6.

— lim__X*a-a
x-0x ('b/x+a+\/§)
=lim !
x-0 «/x+a+\/g
-1
“2/a’

(i)

i X i 0-X)Re 3]
“la-Ix? 43 il -x 43+ +3)

= lim (1_X)E(1+ X+X2)[ﬁ2+\/x2—+3)

x-1 4-(x*+3)

= lim (1_X)E¢1+X+X2)[ﬁ2+\/x2—+3)
x-1 (1_X)|:¢|.+x)

x5

ZIXiErl] (1+x)
A+1+1){2+2)

= 6.

1+1



3. 10.
a)

Der Nenner ist Null fir x =-2 und x =1.

Far x> -2 git y- -
X - _2+ gllt Yy - +o00
X - 1" gilt  y - -
b)
Der Nenner ist Null fir x =3
Fir  x - 37 gilt y - +oo
3. 11.
Die Aussage
Iimi =b
Xx-0 X

maoge fir ein b O R wahr sein. Betrachtet sei nun das Geradepaar y =b+¢.

Unter der Voraussehung lim 1. b lasst sich ein Intervall 1-4, 0[O 10, J[, finden, so dass fur
x-0 X

jedes x 0] - o, 0[O 10, J[, der Punkt &EH der Kurve zwischen den horizontalen Linien
0 xg

y=b-¢ und y =b +¢ liegen muss.. Nicht jeder Punkt aus ]- 9, 0[O ]0, [ besitzt

allerdings die genannte Eigenschaft, weil der Wertl beliebig groR werden kann , je néher er
X

von rechts gegen 0 geht. Dies widerspricht aber der VVoraussetzung, dass lim 1 existiert.

XHOX
3.12.
a)
X+2 2
lim——-=—=-
x-0x" -1 -1
b)
2
XB+XH 1 1+g
lim = lim —LC 1D=Iim—Elim X —p
D G AXZEB.—*ZHAXH -
O x20 X



d)

f)
Wegen

3.13.

b)

3
2 _ 3 _ 72

lim 523X 270y i X 4
NE)

X — —0o 3 3 X - +oo
X°+7 2xX°+7 D1+

. sinx _ 1 . SinX .. 1
I =lim O =lim im =1.
x-0 X x=0 X x-0 X COSX x-0 X x-0COSX

JrosnX 1 0, und tim =0 gilt
X X X X—too X
| SlnX=O.
Xo4w Y
: x—2_|xi[7§(x_2)_l
lim =X ==,
X3 X + 2 I|rr3](x+2) 5
2— —
limX 4474

xo2x2+2 A+4

limv25-x* = [lim(25-x*) =9 =3.

X4




b)

2 1
i B2+ 6+X+;?=6+0+0
xore fx? =3x+4 xove . 3 4 6-0+0
X X2
c)
1+1 2
2 _ T2
lim X X2 jim x X2 x* 0 g
x-to Ay3 — X - +00 4_i 4
X3
d)
_o2x¢ . 2 .
lim — 1 = lim ———— =+, d.h. der Grenzwert existiert nicht.
Xﬁ+ooX X — +00
[ S
X x3
3. 15.
a)

1

Ausx — 0~ folgt 1 —o0, 2% - 0 und damit
X

1 1
1 - .

3+2%

lim

X-0"

1
Ausx — 0" folgt 1 — +oo, 2% _, +co und damit
X

) 1
lim - =0.
Xx-0" :
3+ 2
Also existiert Iing : nicht.
X— it
3+ 2x



0225

—40 =20

0.175

b)

Ausx — 0 folgt 2* — 0 und damit

1

_1+2x 1
lim - ==
X-0" hul
3+ 2%
Ausx - 0" folgt
1 1
X¢0’1+21= 2 +1
3+2%  3[2 *+1
1
und damit mit Iir(r)1+2 x=0:
1
lim -2+t =g
x-0* _=
32 *+1

X

.. .1+ ]
Also existiert Img : nicht.

3+2%

20

40

1

(Nenner und Zahler durch 2* geteilt.)



0.65
0.6
0.55
0.5
0.4
—40 =20 20 40
0.35
3. 16.
Wegen
|x| %=1 fir x>0
X %—E:—l fir x<0
X
gilt:
X
lim f(x) :Uzl
x-0* X
X
lim f(x):U:—l
x-0" X
. R
Img f (x) =— existiert nicht.
X X
3.17.
a).
Iirr(}(eCOSX +tan 2x): e.
b)
n
l arcsinx _ p _ T
-1 x2+1 2 4
c)
Wegen




und der Stetigkeit von f(x) = Jx an der Stelle x =2 gilt:

lim \/2n+1:\/”m 2n+1:\/5.

x-+o | n+3 -t N+ 3
d)
Wegen

lim B,+1H =e

Xa+oo|:| nD

und der Stetigkeit von f(x) =Inxan der Stelle x =egilt:

jim Fh o3+ LEEE tim n+ 2F = ine =1
B2

X - +00 noto ] nQ
3.18.

f(x) = x> -3x, f(x+h)=(x+h)* =3{x+h),

Li”g f(x+hz—f(x)

im (x2 +2h X + h? —3x—h)—(x2 —3x)
0 h

=1
h

. 2h[X+h*-3h
=lin

= lim(2x +h-3)=2x-3.
- h h-0

3. 19.

J5x+h)+1-+/5x+1
h

im f(x+h€—f(x)

| =1lim
h h-0

_"m\/SE(x+h)+1—\/5x+1 J5Ox+h+1)++/5x+1
h-0 h J5x+h)+1++/5x+1
_ i B Hx+h)+1)-(5x +1)
=lim
h-0 h@/5x +5h +1++/5x +1

. 5
=lim

h-0 /Bx +5h+1++/5x+1
-5

20/5x +1

(Letzte Aktualisierung: 20.02.05)
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