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Kapitel VII 
Untersuchung von Funktionen mittels 

Ableitungen 
(Lösungen) 

 
7. 1. 
 

 1
1

1

1

cos
lim 

sin
lim

00
===

→→

x

x

x
xx

 

 

   
7. 2. 
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7. 3. 
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7. 4. 
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7. 5. 
 
 )2(2)(' 2 +⋅=+= xxxxxf , 
 0)(' >xf  ⇔  0( >x  ∧  )02 >+x  ∨   0( <x  ∧  )02 <+x  
 
 0( >x  ∧  )02 >+x   ⇒    0>x  
      02 <<− x   

0( <x  ∧  )02 <+x   ⇒    0>x  
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)(xf  ist streng monoton wachsend in   ,] ∞−  [2−  und ,0]  [∞+ und streng monoton fallend in 

,2] −  [0 . 
 
7. 6. 
 

 ( ) nxxxf n −−+= 11)( , 
  

( ) ( )[ ]111)( 11' −+⋅=−+⋅= −− nn xnnxnxf , 
 

0)(' >xf , wenn ( ) 11 1 >+ −nx . 
 
 ( ) 01ln)1( >+⋅− xn   für        0>x , 
 
 ( ) 01ln)1( <+⋅− xn   für 01 <<− x , 

 
Damit ist f  auf ,1] −  [0  streng monoton fallen und  auf ,0]  [∞+  streng monoton wachsend, 
d. h. 
 
 )0()( fxf > ,  1−>x ,  0≠x . 
 
7. 7. 
a) 
 
 ( )xxxxxf 2sinsin222sin2sin4)(' +⋅−=−−=  
 
            ( )xxx cossin2sin22 ⋅+⋅−=  
 
           ( )xxx cossinsin4 ⋅+⋅−=  
 
           ( )( )xx cos1sin4 +⋅⋅−= . 
 
Kritische Stellen: 
 
 ( ) πkxk ⋅= 21 ,  ( ) ( ) π⋅+= 122 kxk , k . ganz 

 
 xxxf 2cos4cos4)('' −−=  
 
 ( ) 08)( 1'' <−=kxf , 

 
d.h. )(xf  hat bei ( )1

kx  relative Maxima mit ( )( ) 51 =kxf . 

Wegen 
 
 ( ) ( ) 0)()( 2''2'' == kk xfxf , ( ) 012)( 1''' >=kxf  

 
hat )(xf bei ( )2

kx  relative Minima mit ( )( ) 312 −=kxf . 
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b) 
 
 ( )xexexexxf xxx −⋅⋅=⋅−⋅= −− 33)( 232'   
 
 0:)(' =xf  
 
Kritische Stellen: 
 
 01 =x , 32 =x . 
 
 xxxx exexexexxf −−−− ⋅+⋅−⋅−⋅= 322'' 336)( . 
 
 0)0('' =f , 0)0(''' ≠f , d.h. ( )0f  ist kein relativer Extremwert. 
  
 0)3('' <f , d.h. ( ) 3273 −= ef  ist relatives Maximum. 
 

   
 
  
7. 8. 
a) 
 
  15      ),2()1()( Rxxxxf ∈−+=  
 

 ( ) ( ) ( )110511)2()1(5)(' 454 ++−⋅+=++−⋅+⋅= xxxxxxxf  
 

           ( ) ( ))3213)96()1( 44 −⋅+⋅=−+= xxxx  
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 0:)(' =xf  ⇒  1−=x , 
2

3=x , 

 ( ) ( ) ( )[ ]43 1232143)('' +⋅+−⋅+⋅⋅= xxxxf  
   

( ) ( )1130 3 −⋅+⋅= xx  
  
 0)1('' =−f  
 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )12160111330)(''' 232 −⋅+⋅=++−⋅+⋅⋅= xxxxxxf  
 
 0)1(''' =−f  
 
 )1(240)4( +⋅= xf ,  0)1()4( =−f  
 
 0240)5( ≠=f , 
 
d.h. )1(−f  ist kein (relativer) Extremwert. 
 
Andererseits ist wegen 
 

 01
2

3
1

2

3
30

2

3
''

3

>






 −⋅






 +⋅=







f  

 

6

5

2

5

2

3 −=







f  ein relatives Minimum. 

 
b) 
 

 
( )

( )



<+−⋅
>−⋅

=
11

11
)(

xfürxx

xfürxx
xf  ; 





<+−
>−

=
112

112
)('

xfürx

xfürx
xf . 

 

 0:)(' =xf  ⇒  
2

1=x ,  1=x . 

 
In 1=x  ist die Funktion nicht differenzierbar, aber wegen 
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7. 9. 
 
     5)0( =f  ⇒     5=d  
 

     33)4( =f  ⇒     2841664 =++ cba  
 

     ;23)( 2' cbxaxxf ++=  
 

      0)0(' =f ,   0)4(' =f  ⇒   0848        ,0 =+= bac  
 

       




=+
=+

7416

06

ba

ba
 ⇒      4

21
     ,

8

7 =−= ba . 

 
Damit erhält man 
 

 5
4

21

8

7
)( 23 +⋅⋅−= xxxf  

 

    
 
7. 10. 
 

          ( ) ( ) ( ) ( )223 323232)(' +⋅−⋅+−⋅+⋅= xxxxxf  
 

                    ( ) ( ) ( )934223 2 ++−⋅−⋅+= xxxx  
 

         ( ) ( ) ( )1235 2 +⋅−⋅+⋅= xxx  
 
Kritische Stellen in ,2] −  3 [ : 11 −=x , 22 =x  
 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]22'' 231232)1(25 −⋅+++⋅−⋅+⋅++⋅−⋅= xxxxxxxxf  
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0)1('' >−f  ⇒  )(xf  nimmt in 11 −=x  ein relatives Minimum an mit 108)1( −=−f  

 
0)2('' =f  

 
Wegen 0)2(lim

2
>

−→
f

x
 und 0)2(lim

2
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f

x
 nimmt )(xf  in 22 =x  kein relatives Extremum an. 

 
64)2( −=−f ;  36)3( =f . 

 
Damit nimmt )(xf  in 3=x  das absolute Maximum und in 1−=x  das absolute Minimum 
an: 
 
 

    
 
7. 11. 
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f ist auf ] [ ] [3 ,03 , ∪−∞−  streng konkav und auf] [ ] [∞+∪−  ,30 ,3 streng konvex. 
 
 
7. 12. 
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)(xf hat in 


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7. 13. 
a) 
 
1.  Definitionsbereich 
 

   f ist definiert auf 1R . 
 

2.  Stetigkeit 
    
          f  ist stetig auf 1R . 
 
3. Symmetrie 
 

     ( ) )()( 22)(2 xfexexexxf xxx =⋅≠⋅=⋅−=− −−−    ⇒    keine gerade Funktion. 
    
      )()( 22 xfexexxf xx =⋅≠⋅−=−− −                      ⇒    keine ungerade Funktion. 
 
4. Schnittpunkte mit den Achsen 
 
       0=x    ⇔      0=y     
 
5. Monotonie 
Wegen 
 

       ( )




><<
<<>

⋅−⋅= −

2für  und 20

200
2)('

xxfür

xfür
exxxf x  

 
ist f auf [2 ,0] streng monoton wachsend und auf [  ,2][0 ,] ∞+∪∞− streng monoton fallend. 
 
6. Extremwerte 
Nach den Ergebnissen der Monotonieuntersuchung hat f  das relative Minimum 0)0( =f und 

das relative Maximum 54.04)2( 2 ≈= −ef . 
 
7. Krümmungsverhalten und Wendepunkte 
Es gilt 
 
 ( ) xexxxf −⋅+−= 24)( 2''' . 
 
Das Polynom( )242 +− xx  hat die Nullstellen: 
 

 59.0221 ≈−=x ,  41.3221 ≈+=x . 
 
Daher ist 
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Somit ist f auf [  ,][ ,] 21 ∞+∪∞− xx  streng konvex und auf [ ,] 21 xx streng konkav. 

f  hat die Wendepunkte ))(,( 111 xfxP  und ))(,( 222 xfxP . Dabei ist ( ) 19.01 ≈xf  

und ( ) 38.02 ≈xf . 
 
8. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten 
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Für +∞→x  hat f also die Asymptote 0=y . Dagegen hat f wegen 
 

 −∞=⋅= −
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xx
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für −∞→x  keine Asymptote. 
 
 

    
 
 
b) 
1.  Definitionsbereich 
 

   f ist definiert auf[ [∞+−  ,2 . 
 

2.  Stetigkeit 
    
          f  ist stetig auf[ [∞+−  ,2 . 
 
3. Symmetrie 
 

   ( ) ( ) )(222)( 3 233 233 23 xfxxxxxxxf =+≠+−=−⋅+−=−  
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       ⇒  keine gerade Funktion. 
 

    

)(22)( 3 233 23 xfxxxxxf =+≠+−−=−−   ⇒    keine ungerade Funktion. 
 
4. Schnittpunkte mit den Achsen 
 

i) mit der Achsey − : 
 
                0=x    ⇒      0=y     
ii)  Achsex − : 

                     0=y    ⇒   02 23 =+ xx , ,21 −=x  02 =x . 
 
5. Monotonie 
Wegen 
 

       
( )

( ) 







>−<<−>

<<−<

+⋅

+⋅=
0für   und  

3

4
20

0
3

4
0

23

43
)(

2
3 23

'

xxfür

xfür

xx

xx
xf  

 

ist f auf [
3

4
- ,2] − streng monoton wachsend und auf [0 ,

3

4
] − streng monoton fallend. 

(Die Funktionf ist in 0=x  nicht differenzierbar!) 
 
6. Extremwerte 
Nach den Ergebnissen der Monotonieuntersuchung hat f  das relative Minimum 0)0( =f und 

das relative Maximum 06.14
3

2

3

4 3 ≈⋅=






−f . 

Eine weitere kritische Stelle der Funktion f ist die Stelle 2−=x . Wegen 0)2( =−f nimmt die 
Funktion auch hier ein relatives Minimum an, obwohl f in 2−=x  lediglich linksseitig 
differenzierbar ist. 
 
7. Krümmungsverhalten und Wendepunkte 
Es gilt 
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3 23
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xxx
xf
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−=     ,2−>x   ,0≠x  

 
also 0)('' <xf  für 02 <<− x  und für 0>x . 
Somit ist f auf [  ,0][0 ,2] ∞+∪−  streng konkav. 
f  hat keine Wendepunkte. 
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8. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten 
Es gilt 
 

 1
2

1lim

2
1
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x
  (Siehe 7. 3. b)) 

 
Daher ist die Gerade  
 

 
3

2+= xy  

 
Asymptote vonf für +∞→x . 
 

    
 
 
c) 

 
2 2 1

( ) ,  0
x x

f x x
x

+ −= ≠ . 

 
1. Definitionsbereich 
 
 1( )D f R= \{0} . 
 
Es gilt 
 0       ( )x f x−→ ⇒ → +∞  
 
 0       ( )x f x+→ ⇒ → −∞ . 
 
Damit ist die Gerade 0x = eine vertikale Asymptote der Funktion. 
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2. Stetigkeit 

( )f x ist stetig in ( )D f . 
 
3. Symmetrie 
 

 
?

( ) ( ),  ( )f x f x x D f= − ∀ ∈ . 
 
Nein, denn 
 

 
2( ) 2 1

( ) ( )
x x

f x f x
x

− − −− = ≠
−

. 

 
Damit ist die Funktion keine gerade Funktion. 
 

?

( ) ( ),  ( )f x f x x D f=− − ∀ ∈ . 
 
Nein, denn 

 
2 2 1

( ) ( )
x x

f x f x
x

− + +− − = ≠
−

. 

 
Damit ist die Funktion auch keine ungerade Funktion. 
 
 
4. Schnittpunkte mit den Achsen 
Wegen 0x ≠  gibt es keine Schnittpunkte mit der Achse.y −  Andererseits gilt: 
 

 
2

2
1 2

2 1
0  2 1 0   2 2  2 2

x x
x x x x

x

+ − = ⇔ + − = ⇔ = − − ∨ − + . 

  
5. Monotonie  
 

 
2 2

2 2

(2 2) ( 2 1) 1
'( )

x x x x x
f x

x x

+ ⋅ − + − += = . 

 
Wegen '( ) 0,  ( ),f x x D f> ∀ ∈  ist ( )f x im gesamten Definitionsbereich streng monoton 
wachsend. 
 
6. Extrema 
Wegen '( ) 0f x ≠ hat die Funktion keine Extremwerte. 
 
7. Krümmungsverhalten 
 

 
( )2 2

4 3

2 2 1 2
''( )

x x x x
f x

x x

⋅ − ⋅ +
= = − . 
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0 für 0

''( )
0 für 0

x
f x

x

< >
> <

. 

 
Damit ist ( )f x konvex in ] ,  0[− ∞ und konkav in]0,  [.+ ∞  Es gibt aber wegen 0x ≠ keine 
Wendepunkte. 
 
 
8. Das Verhalten im Unendlichen und Asymptoten 
Die Funktion hat eine schiefe Asymptote 
 
 y ax b= +  
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2 2 22 1 2 1 1

lim( ( ) )) lim 1 lim lim 2 2
x x x x

x x x x x
b f x a x

x x x→∞ →∞ →∞ →∞

   + − + − −  = − ⋅ = − = = − =     
    

 

 
Die Gleichung der schiefen Asymptote lautet: 
 
 2y x= + . 
 

Wegen 
2 2 1 1

( ) 2
x x

f x x
x x

+ −= = + −  gilt: 

 
       ( )x f x→ −∞ ⇒ → −∞  
 
       ( )x f x→ +∞ ⇒ → +∞ . 
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