Kapitel 1
Zahlenfolgen und -reihen

D. 1. 1. (Zahlenfolgen)
Ist jeder Zahl nON genau eine Zahl a, (OR* zugeordnet, so sagt man, dass die Zahlen

a, &y, Ay

eine (reelle) Zahlenfolge bilden. Man schrieb:

{an} nON -

Die a, heiBen Glieder der Zahlenfolge.

B.11.
1. Eine Zahlenfolge ist also im Sinne der Definition D. 1. 1. eine Funktion, deren
Definitionsbereich im Allgemeinen die Menge der natirlichen Zahlen ist.

2. Gelegentlich wird als Definitionsbereich einer Folge die Menge der ganzen Zahlen
gewahlt. Dies widerspricht aber nicht dem Sinn unserer Definition.

B.1.2.
Eine Zahlenfolge l&sst sich manchmal formelmaRig darstellen. Dabei kann das Bildungsgesetz
explizit oder rekursiv sein.

BS.1. 1.
Durch die Zahlenfolge

1,2,3,4,..

lasst sich die Menge der natlrlichen Zahlen beschreiben.
Zur Beschreibung derselben Menge kann auch hier das explizite Bildungsgesetz

{an}nDN mit a, =n

herangezogen werden.
Ebenfalls kann man die rekursive Form

a,=1 a :=a_,+1, nON
wahlen.

D. 1. 2. (Teilfolge)
Sei {a} _ und k;,k,,... eine Folge von natiirlichen Zahlen mit k, <k, <...

Dann hief3t



{ad, o

eine Teilfolge der Folge {a} ..

BS. 1. 2.

Die Folgen
g, 1111
M0 4797167 n® "
g 11111
B3 6 9 127 '
J1pg.1111 1
MUn-17 3 7 11 157 4n-1""

sind Teilfolgen der Zahlenfolge
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D. 1. 3. (Monotonie)
Eine Zahlenfolge {a} _, heift

1. monoton wachsend, wenn

a<a

n n+l

Ol N,

2. streng monoton wachsend, wenn

a <a

n n+l

anl N,

3. monoton fallend, wenn

a =4

n n+l

Ol N,

4. streng monoton fallend, wenn

a >a Ol N.

n n+l

BS. 1. 3.
Zeigen Sie, dass die Folge

{a} . mit a, ==

streng monoton fallend ist.



a :i a. .. = 1
n nz 1 n+1l (n +1)2
g =1l 1 _,
n n2 (n +1)2 n+1
2,
(nrJ]rzl 21
(n+1)° >n?

n? +2n +1>n2
2n+1>0

BS. 1.4.
Zeigen Sie, dass die Folge

{a} ., mit a, =2n+(-1)"
monoton wachsend ist.
LGsung:
a,,, =20n +1) +(-)™*
a, =2n+(-1)"
8y, —a, =2[0n +1) +(-D™* -2n ()"
=2+(-)"™ —(D)"

=2+(-1)" (-1’ -1

=2+(-1)" 1-2)
=20-(-1")
20

D. 1. 4. (Beschranktheit)
Die Zahlenfolge {a} _ heift

1. nach unten beschrankt, wenn

k1 R: a k,OOn N,



2. nach oben beschrénkt, wenn
(KO R': a K,OOn N.
3. beschrankt, wenn sie sowohl nach unten als auch nach oben beschrénkt ist. bzw.
Knd R Jad KOO0 N
mit
Ko = max{lk],|K}

BS. 1.5.
Zeigen Sie, dass die Folge

{a} oy mit a =n’
nach unten beschrankt ist.
LGsung:

a,21=k, O] N.

n

BS. 1. 6.
Zeigen Sie, dass die Folge
1
a mit a =—
{ Tl}nDN n n

beschrankt ist.

LGOsung:
1
k=0<=<1=K, 0Ol N.
n

D. 1. 5. (Infimum, Supremum)
Gegeben sei die Zahlenfolge{a}

1. Die Folge hat das Infimum g, wenn
(1) a,=2g, O N

(2) Oe 00 ay, :a5 & €



2. Die Folge hat das Supremum G, wenn
(1) a,<G, O N
(2) De 00 ay, :ag G ¢
Man schreibt
g=inf{a}
bzw.

G =sup{a

n} nON

BS.1.7.
Zeigen Sie, dass die Folge

1
{aﬂ} nON -’ a” :l_ﬁ

das Supremum G =1 hat.
LGsung:

(1) Es gilt

)

Z. B. fur ezi gilt N >E,d. h. N=4.
10 3

D. 1. 6. (Grenzwert)
Die Folge {a} _ konvergiert gegen (die endliche Zahl)a, wenn fiir alle £ >0 ein N(¢) ON

existiert, so dass fur alle n> N qgilt:



|a, —a|<e.
a heiBt Grenzwert der Zahlenfolge{a} . .

an schreibt:

lima, =a.

n-oo

Existiert eine solche Zahl nicht, liegt eine divergente Folge vor.
Gilt

lima, =0,

do heif3t die Folge eine Nullfolge.

BS.1.7.
Untersuchen Sie die Folge

auf Konvergenz.

LGOsung:
Es gilt:

a4 = n _n+l-1 _n+l 1
" n+l n+l n+l n+l
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Wir vermuten also

.n
lim——=1,
naoon+
denn es gilt:
o, -1 ==L =L
n+1 n+l n+l
1
—<g,
n+1
>t
€

Wahlen wir also

dann gilt fur jedesn > N :

N
n+1

<€.

o, -1=

Seiz. B.£=0.1, dann ist

N -1 -1=0.9,
0.1

d. h. fur alle n>9 gilt
|a, —1 <0.1.

S.1.1.
Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis:
Sei {an} . eine konvergente Folge mit dem Grenzwerta. Dann existiert zu jedem & >0 ein
N(g)OU , so dass fiir alle n> N

a-g<a, <a+e

gilt.
Sei



k:==min(a,a,,,...a,,a~¢)
K:=max(a,a,,,..ay,a+¢).

Damit gilt

k<a, <K, On,

d. h. die Folge{a} . ist beschrankt.

nON

S.1.2
Sei {an} v €ine konvergente Folge mit dem Grenzwerta . Dann hat jede Teilfolge dieser

Folge ebenfalls den Grenzwerta.

Beweis:
Laut Voraussetzung existiert zu jedem &£ >0 ein N (&), so dass fur alle n>N gilt

la, —a| <.

Diese Ungleichung gilt jedoch auch fir alle Glieder der Folge{akn} o mitk, >N .

n

BS.1.8.
Die Folge

{an} nON -’ an =

S|

hat den Grenzwert 0, denn es gilt

1
2, -1 =

n

<&,

l<£, n>£=.N.
n £

Dann haben auch ihre Teilfolgen

a , a, =
{ n} nCN 4n _1
ebenfalls den Grenzwert 0.

S.1.3.
Eine Folge hat hochstens einen Grenzwert.




Beweis:
Fur die Folge {a} _ moge gelten

lima, =a, lima, =a’, az#a.
n - o n - oo
Dann gilt
‘a—a*‘ :‘(an -a’) —(a, —a)‘

< ‘(an -a’) +(a, —a)‘ :

Wegen der Konvergenz der Folge kann fir jede noch so kleine Zahl € >0 ein N(g)O/J
gefunden werden, so dass fur alle n >N gilt

a-a’|<g+e =2¢.
Wegen aza’ ist‘a—a*‘ >(0. Wahlt man nun

‘a—a*
e<l— 1
2

so kann die obige Ungleichung nicht gelten. Daher gilt
la-a’|=0,
d.h.a=a’.

S.1.4.
Gegeben seien die Folgen{a} _ und {b} _ mit

lima, =limb, =a.

n - o n - oo

Dann hat auch die Folge

a, b, a, b,,..

den Grenzwert a.

S.1.5.
Ist {a} _, eine Nullfolge und {b} _  beschrankt. Dann ist die Folge

{an [bn} nON



eine Nullfolge.

BS.1.9.

Seli
{aﬂ} nON -’ a” =

{bn}nDN’ bn:(_:Dn'

Die Folge {a} _ isteine Nullfolge. Die Folge {b} . istbeschrénkt. Es gilt z. B.

S|

-1<h, <1.
Damit ist die Folge

(a0}, ab )=

eine Nullfolge.

S.1.6.
Gegeben seien die Folgen{a} _ .{b} , .Esgelte

lima, =a, limb, =b.

n— oo n-oo

Dann gilt

lim(a, +b,) =lima_ +limb, =a +b.
n— oo n n-oo

- 00

Beweis:
Sei € >0 beliebig klein. Es muss gezeigt werden:

[(N: ar b a b< & b g ™= NN 1.

. . £ . .
Laut Voraussetzung gibt es nun zu jedem r eine Zahl n, bzw. n, mit

£ £
a—§<an <a +E’ n=n,n +,..

b—§<bn <b +§, n=n,, n, +,..

Sei
N =max(n,n,).

Die Addition von den letzten beiden Ungleichungen, die auch fiir alle n > N gelten, liefert
die Behauptung.

10



S.1.7.
Gegeben seien die Folgen{a} _ .{b} ., -Esgelte

lima, =a, limb, =b.

n - oo n - oo
Dann gilt

lim(a, ,) =lima, Qimb, =a .

n- oo

S.1.8.
Gegeben sei die Folge{a}

o & 20 farallen. Es gelte

lima, =a (#0).
Dann gilt
.1 1 1
lim—=——==
n->g  lima, a
S. 1.9

Gegeben seien die Folgen{a} _ .{b} b, #0 fir alle n. Es gelte

noON !

!\iman:a’ Li[?obn=b(¢0)-
Dann gilt
jim & = e _a
n-efy limbn b
Beweis:

Der Beweis folgt unmittelbar aus den Satzen S. 1. 8. und S. 1. 9.

B.1. 4.
Folgende Beziehungen lassen sich beweisen:

(1.6.) limc@, =clima, =c[@, a:=lima,, c: eine beliebige Zahl,

n- oo n-o n-o

lim(a, —b,) =a -b,

falls die Grenzwerte lima, und limb, existieren.

n - o n- o

B.1.5.
Eine Kombination der Beziehungen (1. 1.) und (1. 7.) ergibt:

11



(1.7.) lim(c, (@&, +c,b.) =c, dima, +c, limb, .

n-oo

Die Eigenschaft (1. 6.) bezeichnet man als Homogenitat des Grenzwertes von Zahlenfolgen.

Als Spezialfalle von (1. 7.) erhalt man firc, =1 und ¢, = +1:

(1.8.) lim(a, b ) =lima, *limb, .

— 00 n—oo

(1. 8.) druckt aus, dass Grenzwertbildung fur Zahlenfolgen sowie Addition bzw. Subtraktion
vertauschbar sind, und wird als Additivitat fir Zahlenfolgen bezeichnet.

Homogenitat und Additivitat des Grenzwertes fur Zahlenfolgen werden unter dem
Sammelbegriff Linearitat des Grenzwertes zusammengefasst und zwar in (1. 7.).

BS.1.11.

_ 30
. n-3_ . nU
lim =lim 0—=0

noon+7 n-oo +
3k

“m@_?’ﬂ lim1—1lim >
_nﬁm nﬁznaw nﬁoon

|imﬁ.+7D lim1+lim "
ntl

n-oo n-oo nﬂnon

. 1
limi=3im =~ ,_o
Iiml+7[l]imi 1+0

BS.1.12.
Wir berechnen

r!im(,/n[ﬂn +1) —n).

Wegen

Jnn+1)-n :(,/n [{n +1) —n) Q@

nn+1)+n
_ nC{n+1)-n’ n 1

Jnin+1) +n nD/1+1+1E hel g
oV h O n

12




hat man

) ) 1 1
I ( - ): _ =,
lim Jnfn+1) -n mF >
1+= +1
n

S.1.10.
Gegeben seien die Folgen

{abon: {Bav: { han

Es gelte

lima, =limb, =a,

n - oo n-oo

a,<c, <b,.
Dannist {c} _ konvergent, und es gilt
!]imcn =a.
Beweis:
Es gilt
(1.8.) a,-a<c,—a<b, -a

Da die Folge {a} _ den Grenzwert a besitzt, gilt
(1.9.) Oe 00 einN,: - & a &+ & 0=
Es gilt analog fir {b}
(1.10.) Oe 00 einN,: — & b- &+ g O
Sei

N =max{N;; N;} .
Dann gilt wegen (1. 8.) — (1. 10.)

O 00 einN: - & & & ¢ & by &+ ¢

13
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D. 1. 7. (Uneigentlicher Grenzwert)
(a) Die Folge {a} . hat den uneigentlichen Grenzwert +oo, wenn

OA 0OeinN] N:a Ad>n N.

Man schreibt:
lima, = +o.

n- o

(b) Die Folge {a} _, hat den uneigentlichen Grenzwert —co, wenn

O 0OOeinN) N:& AZJ>n N.

Man schreibt:
lima, = —.

n- oo

In beiden Fallen sagt man auch, dass die Folge bestimmt divergent ist mit dem
(uneigentlichen) Grenzwert —co bzw. +00.

BS. 1.13.
Sei

{n} =122 3 0
nON
Die Folge ist bestimmt divergent, und es gilt{an} oy = oo, denn

OA 00 einNl N:m A>n JA=N .

BS. 1.14.
Die Folge

{a} Ly 3, =2n+1

ist bestimmt divergent mitlima, = —co, denn mit A<Ogilt

n - o

-2n+1<A, n >%(1 -A) =N .
Z. B.ist flir A=-1000

N = %(1 +1000).

14



(Letzte Aktualisierung: 10.01.06)

15



