Kapitel VII

Untersuchung von Funktionen mit Hilfe
ihrer Ableitungen

S. 7.1 (1. Regel von Bernoulli-De-L’Hospital)

Die Funktionen f, und f, seien in einem Intervall]xo, X, +5[, 0 >0, differenzierbar, und es
gelte dort f,'(x) Z0.

Ferner sei

B!irq f,(x)=0
7.1.) o.” .
E![rg f,(x)=0

Ist M fir x - x; konvergent oder bestimmt divergent, so trifft dasselbe fir 100 zu,
f,'(x) f,(x)
und es gilt
(7.2.) lim 120 i L0
x5 (0 5o f,(X)
Beweis:

Falls f, und f, an der Stelle x, nicht bereits rechtsseitig stetig sind, kann man dies durch die
Fortsetzung

fi(%) =0, f,(x)=0

f,()

wegen (7. 1.) nachtraglich erreichen. Das Verhalten von m fir x — x; wird davon nicht
X
2

beeinflusst. Nun sei {x} eine gegen x, konvergente Folge mitx, O]x,, X+ o[ fur jedes n.
Dann erfiillen f, und f, auf jedem Intervall [xo, xn] die Voraussetzungen des erweiterten

Mittelwertsatzes der Differentialrechnung. Es gibt also zu jedem n ein & D]XO, xn[ mit

(7.3.) fl(xn) — fl(xn)_ fl(XO) — f1 I(En)
o fz (Xn) fz(x) - fl(xo) fz I(En) '

Es lasst sich nun begriinden, dass auch {&} gegen x, konvergiert. Damit ist nach

f, ()
f,'(S0)

Voraussetzung

konvergent oder bestimmt divergent.



Wegen (7. 3.) gilt dann dasselbe fUrM, und daraus folgt die Behauptung.

fZ(Xn)

S. 7. 2. (2. Regel von Bernoulli-De L’Hospital)
Satz 7. 1. bleibt richtig, wenn (7. 1.) ersetzt wird durch die Voraussetzung

(7.4.) lim f,(x) =40 und  lim f,(x) = +co.
X - Xg X=X

B.7.1.
Die Satze S. 7. 1. und S. 7. 2. gelten sinngeméR auch fir die ,,Bewegungen*:

X > X5, X o X, Xo +o X o =00,

BS.7.1.
Zu berechnen sei

Da der Grenzwert

BS.7.2.
Der Grenzwert
. x-1
lim
x-1" In x
} L0,
ist ebenfalls vom Typ 0"
Es gilt
1
. (Vx‘l)_. 20x-1 v X _
lim =lim =lim = +00,
1 (Inx)" x-r 1 x-1" 2.[x
X
d. h.

1 Inx  x=1 (Inx)



BS. 7. 3.
Der Grenzwert

Zweimalige Anwendung von S. 7. 2. liefert also

2
. .2 .2
IImX—X: I|m—i(: lim — =0.
Xa+ooe )(_.+ooe X_'+°°e
BS.7.4
. X+sinx 0, +o0,.00
lim —"A
X — +00 X H+oo B
Es gilt
X +sinx)'
g =14+ COSX.

(x)

Da aber 1+cosx fiir x — +oounbestimmt divergent ist, ist der Satz S. 2. 7. nicht anwendbar.
Auf anderem Wege erhélt man aber

lim 225X _ i @+_S'”XD:1 +0 =1,
X — +00 X X - +00 X H
BS.7.5
lim (xn x) ("0{-)").
Es gilt
Inx* = x0n x

lim Inx* = lim (x n) =0
x-0% x-0%

. Iim+(xE[hx)

lim x* = e =e’ =1

x-0*
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