Kapitel 6

Lineare Optimierung

Das klassische Transportproblem

D. 6. 1. (Das klassische Transportproblém
Unter denklassische Transportproblewersteht man folgende Aufgabe

Min{z:ZZqJ 1>, x=a > x=h, x20, E12,.mF 1,2,...}.
i=1 j=1 j=1 i=1
Hier sind:
m(i=12,...m) Anzahl der Versandsorte,
n(j=12,..n) Anzahl der Bestimmungsorte,
o (i =1,2,.m;j= 1,2,..1,1) Transportkosten/ME fur den Transportweg | ,

X; (i:1,2,...m;j: 1,2,..r,1) Transportmenge vom-tenVersandsort zum—ten

zum —tenBestimmungsortEntscheidungsvariab)e

0<a <w (i=1,2,..m) Kapazitat deis-tenVersandortes,

O<b <o (j=1,2,...n) Bedarf deg —ten Bestimmungsortes.

Dabei mogen folgendéoraussetzungegelten:

V1:

V2:

V3:

V4.

V5:

Za1. = Zb] (Gleichgewichtsbedinguig
i=1

j=1
(V1wirkt sich in der Weise aus, dass alle Restrildioleichungen sind.)

Es gibt von jedem Versandsort zu jedem Bestimmungsmau ein
Transportweg.

(V2sichert, dass die; eindeutig gegeben sind.)

Die Kapazitat der Transportwege ist unbegrenzt.
(Sonst mussten weitere Einschrankungen flxgegngefuhrt werden.)

Das zu transportierende Gut ist homogen.
(V4 sichert, dass keine besonderen Lieferwinscherm Fon weiteren
Restriktionen bericksichtgerden.)

Die Transportkosten sind fir jeden Transportwegpprtional den
Transportmengen.
(Linearitat)



B. 6. 1. (Das Transporttableal

1 ] n Kapazitat
Ciy G Cim
1 a
X X Xim
) Gy G Cm
i .
Xy X X &
le ij Cmn
m
Xml ij an am
Bedarf b, b, b 2.a= Z b
J n i=1 j=1

BS. 6. 1.

Die ProduzenteR, i =1, 2,3stellen ein homogenes Gut in folgenden Mengeneiahéier:

R : 36 ME,

P,: 33ME, P,:31ME.

Das Produkt ist zu funf Endverbrauch¥inj=1,2,...,t, mit folgendem Bedarf zu

transportieren:

V,: 20 ME, V,: 20 ME, V,: 20 ME, V,: 20 ME,

Die Transportkosten/ME sind in folgender Tabellgegeben:

V: 20 ME.

v, v, [ v, [ v, | v
P 6 7 3 10 2
P, 3 9 6 8 1
P, 4 13 8 7 3

Stellen Sie das entsprechende Modell auf.




LOosung:

Z= 6)& + 7)iz+ 3)93-" 10)(14+ 2X15 +3X21 + 9X22+ 6X23+ 8X24+ Xo
+4X31+13X32+ 8X33+ 7)(34'*' 3X35_’ Min

5 3

2x1j:36 Z)g1:20

j=1 i=1
3
2 %a=20
i=1
3
D %5=20
i=1
X;20, 1=123j= 1,234,
S.6.1
Das klassische Transportproblem hat stets (mindgs&ene zulassige Losung.
Beweis
Sei
Zal = bl = A

Wir zeigen, dass
_albh G
Xii_Tu I=12,.m;j= 12,.n

eine zulassige Losung des klassischen Transpotgmnatist:

X; -4 L>0, i=1,2,.m;j= 1,2,.n
b.
n nab ZJ
D% = QAJZQD:\ =q, 1=12,.m
j=1 j=1
>a
m ma1b] —
= :b[,‘ = , _1,2,..



BS. 6. 1. (Fortsetzuny
Geben Sie eine zulassige Losung des Problems an.

LOsung:
_ab_360_,,  _ab_3620 .,
A 100 A 100
V1 V2 V3 V4 V5 a1
B |72|72|72|72|72| 36
B, | 66|6.666|66| 66| 33
B, 6262626262 31
b, | 20| 20| 20| 20 20 100
S.6. 2
Die Menge der zulassigen Losungen des klassiscrarsportproblems ist stets beschrankt.
Beweis:
inj =g <w
= = 0<x <o
2% =h <o

X; >0, i=12,.m;j= 1,2,..n

F.6.1.
Das klassische Transportproblem besitzt stets @stets) eine Optimallésung.

Beweis:
Folgtaus S. 7. 1.und S. 7. 2.

S.6.3
In einem klassischen Transportproblem ist mindesg@me Nebenbedingung uberfllissig

(abhangig von den Ubrigem+ n—-1Restriktionen).

BS. 6. 2. (lllustration des Satzes S. 6.)3.
Wir illustrieren den Satz S. 6. 3 durch folgenddgalbe mitm=2, n=3

Xa | %2 | %3 | &
Xa | Xo2 | Xes |
b | b | b




(1) Xy H X+ X =a

(2) X21 + X22+ X23= a2
B X + X% =b,
(4) X2 X2 = b,
(5) X3 + X3 = by

Addiert man die Gleichungen (3) — (5) und subtrdldavon die Gleichung (2), so erhalt man
die Gleichung (1).

F.6. 2
Die Koeffizientenmatrix eines klassischen Trangpaflems hat einen Rangabfall von
mindestens eing:(A) < m+ n—1.

B. 6. 3. (Illustration der Folgerung F. 6. 2)

>

I
o or or
o r oo r
P O o o P
o or Fr o
o r opr o
P O o+ O

r(A)<2+3-1= 4,

F.6.3
Jede zulassige Basisloésung eines klassischen Tmdpsyblems hat hochstan+ n-1
positive Komponenten.

B.6.4.
Folgender Satzsichert die Existenz einer zuldssigen Basislo®ings klassischen
Transportproblems.

D. 6. 2. (Degenerierte zulassige Basislésung
Eine zulassige Basisldsung eines Transportprobieiingeniger alsm+ n—1positiven
Komponenten hei@egeneriert

S.6.4.
Sind bei einem klassischen Transportprob&gm 0, i=1,2,..m;h 2 0,j= 1,2,.n

ganzzahlig, dann ist jede zulassige Basislosurgedi®roblems ebenfalls ganzzahlig.

B. 6. 5. (Methoden zur Bestimmung einer zulassigen Basislogun
Wir beschranken uns hier auf folgende Methoden:

1. Die Nord-West-Ecken-Regel
2. Das Verfahren von Vogel (Vogelsche Approximationdmode — VAM)

! Satz: Hat ein lineares Optimierungsproblem eirfésaige Lésung, dann hat es auch mindestens eine
Basislosung.



B. 6. 6. (Nord-West-Ecken-Reggl

Es handelt sich hierbei um eine einfache Methodd=mmittlung einer Ausgangslésung.

Bei dieser Regel wird die Zuordnung der Transponipe® in der linken oberen Ecke der
Tabelle, also im ,Nordwesten mit der maximal mépkn Mengex,, begonnen. Das ist die

kleinere Menge aus dem Angebptind dem Bedalf. Wird dabei das Angebot voll

ausgelastet, streichen wir Zeile 1 und springendi@rnéchste Zuordnung eine Zeile nach
unten. Wird dagegen der Bedarf voll befriedigtestnen wir Spalte 1 und gehen eine Spalte
nach rechts. Diese Vorgehensweise wird so langgefirhrt, bis wir in der Sudost-Ecke
angelangt sind.

BS. 6. 1. (Fortsetzung
Bestimmen Sie eine zulassige Basislosung nach det-West-Ecken-Regel an.

LOsung:
V1 V2 V3 V4 V5 a1
P |6 7 3 10 2 36
20 16
P, |3 9 6 8 1 33
4 20 9
P |4 13 8 7 3 31
11 20
b, 20 20 20 20 20 100
z, =597
B.6.7.

Die Nord-West-Ecken-Regel hat den Vorteil, dasssl® einfach ist. Da sie aber die
Transportkosten unbericksichtigt I&sst, ist dieudeld gelieferte zulassige Basislosung im
Allgemeinen keine gute Losung.

B. 6. 8. (Das Verfahren von Vogel, VAW
1. Beachte fUr jede Reihe (Zeile und Spalte) des Jramisbleaus die Differenz
zwischen den beiden niedrigsten Transportkosterd &e minimalen Kosten nicht
eindeutig, ist die Differenz gleich Null.

2. Wabhle die (bzw. eine) Reihe mit der grol3ten Diffiere
3. Belege in dieser Reihe das Feld mit den niedrigktesten maximal.
4. Reduziere das Tableau um die entfallene Reihe uederhole das Verfahren solange

bis die Gesamtkapazitat (= Gesamtbedarf) vollsginditeilt ist.

B.6.9.
Das Verfahren von Vogel liefert in der Regel eiergyute zulassige Basislosung:




BS. 6. 1. (Fortsetzung
Bestimmen Sie eine zulassige Basislosung nach pgroXimationsmethode von Vogel.

LOsung:
Vl V2 V3 V4 V5 a1 di
P |6 7 3 10 2 36 1,4
20 16
P, |3 9 6 8 1 33 2,5
9 20 4
P, |4 13 8 7 3 31 1,3
11 20
b, 20 20 20 20 20 100
d; 1 2,4 3 1 1,2
z, =487
S.6.5.
Sindu, i=1,2,..mundv,, j=1,2,...n beliebige reelle Zahlen, dann unterscheiden sich fi

jede zulassige Losung die GesamttransportkostetaiiProblem mit den
Einheitstransportkostemvon denen des Problems mit den Einheitstranspdekos

G =G-y-vy, i=12,.m;j= 1,2,.n

um die Konstante

K=2ay+2.hy,
i=1 j=1

und beide Probleme besitzen dieselbe Optimallésung.

Beweis:
Sei>§;, i=12,..m;j= 1,2,..n eine beliebige zulassige Losung, gegeben, d.h.

Y x=b, j=12..n

i=1
X 20,i=12,.m;j= 1,2,.n

Diese Losung erteilt der Zielfunktion bei den Eiitsteansportkosteg, den Wert

z=) > GX%.

i=1 j=1



Bei den Einheitstransportkostq'jrerhélt die Zielfunktion den Wert

Z'=;;M*=;;(9—u— v)
:Zl:;%’% —;(;%)m—;(;ﬂ%jw
=z- Z:l:qq+:lt?yJ

z'=z- K

S.6.6.
Ist eine beliebige zuldssige Losung des klassis@namsportproblems gegeben, dann lassen
sich stets solche reellen Zahlgni =1,2,...mund v, j=1,2,...n bestimmen, dass

u+v, =g, faralle(,]), fur die x, Basisvariable ist,

gilt.

S.6.7.
Gilt beziglich einer zulassigen Basisldsung

q'j =G -y-y=20i=12,..m;j=12,.n

dann ist diese zulassige Basislosung Optimallosi@sgklassischen Transportproblems.

S.6.8.
Ist fir eine zuléassige Basislésung des klassis@ansportproblems fur wenigstens ein Feld

(k,1) die Bedingung,, <0, dann existiert eine neue zuléssige Basislostingy,gals

Basisvariable enthalt und fur die genau eine ursgliche Basisvariable jetzt
Nichtbasisvariable ist, so dass die zugehdrigerafddsansportkosten gewiss nicht grof3er
sind als fur die urspringliche Losung.

B. 6. 10. (Algorithmus der modifizierten Distributionsmethogle
1. Ermittle eine zuléassige Basislosung.

2. Berechne gemal Satz S. 6. 6. Die GraRen=1,2,.m;j= 1,2,..n

3. Ermittle fur die NichtbasisFelder die GroRen
éij =utv.

4. Gilt

C. =G —EJ >0, 0Oi,j.

ij

so ist die Losung optimal. Bestimme den optimamtfunktionswert.



5. Gilt

¢, =G -G <0, fur mindestens eii j)
so ermittle
Gy = Min(g, -G)<0.

6. Bilde ausgehend vom Feld, k) einen Zyklus. Kennzeichne die Ecken des Zyklus
beginnend mit dem Fel@ k) mit +, -,...,+.

7. Bestimme fir die ,Minus“-Felder die minimale Trawspmenge. Addiere diese Grolde
zu den Transportmengen der ,Plus”-Felder und shigra sie von denen der
.Minus“-Felder.

8. Gehe zuriick zum Schritt 2.
BS. 6. 1. (Fortsetzung

Ausgehend von der nach der Methode von Vogel ezhatt zuldssigen Basislosung, wird das
Beispiel fortgesetzt:

Vl V2 V3 V4 V5 al ui
R |6 7 3 10 2 36 1
4| + 40| 20 7 7116 -
P, |3 9 | |6 8 vl H 33 0
9 -20 2 6 4
PR, |4 13 8 7 3 31 1
11 10 3 20 2
b, 20 20 20 20 20| 100
v, 3 9 2 6 1
Vl V2 V3 V4 V5 a1 ui
R |6 7 3 10 2 36 -2
1 16 20 4 1
P, |3 9 6 8 1 33 0
9 4 5 6| 20
P, |4 13 8 7 3 31 1
11 10 6 20 2
b, 20 20 20 20 20| 100
v, 3 9 5 6 1
z, =439



0O 16 20 0 O
X*=19 4 0 0 20|, z*= 43¢
11 0 0 20 O

B. 6. 11. (Mehrdeutige Optimalldsuny
Gilt fur die optimale Losung eines klassischen §pantproblems

¢, =G — G =0 fur mindestens ein Nichtbasisfeld,

dann hat das Problem mindestens eine weitere Ojgisnag. Diese erhélt man indem man
die entsprechende Variable zur Basisvariablen mathteinen weiteren Schritt rechnet.

Seienx*'und x**die dabei erhaltenen optimale Basislésungen. Dagiih s
X*=ax*'{l-a) x¥; 0<a<l,
alle Optimallésungen des klassischen Transportprobldar.

BS.6.2
Vier FabrikerF,,i =1, 2,3, 4stellen ein homogenes Gut her, welches von secast&en

B;,i=1,2,...,6bendtigt wird. Das Produkt steht in folgenden Mereeheiten zur
Verfiigung:

F,:11 ME,F, :12 ME,F, :18 MEF, :17 ME
Der Bedarf der Baustellen betragt:

B,:20 ME,B, :8 ME, B, :6 ME,B, :7 MER, :8 MER, :9 M.
Die Entfernungen zwischen den Fabrilkem =1,2,3,4und den BaustelleB,,i =1,2,...,6
sind in folgender Tabelle angegeben:

B B, B, B, B; B,

15 22 18 26 16 25
12 18 19 20 21 19
14 21 25 18 17 13

20 22 21 20 16 18

NP L

Der Bedarf der Baustellen betragt:
B,:20 ME,B, :8 ME, B, :6 ME,B, :7 MER, :8 MER, :9 M

Es ist ein Transportplan mit minimalen Kosten fand ransport des Gutes aufzustellen.
Dabei werden die Transportkosten den Entfernungepaptional angenommen.

10



LOsung:

Wir ermitteln zunachst eine zulassige Basislosuah AM:

Bl BZ B3 B4 BS B6 al l"Ii
F |15 +[22, -] 18 26 16 25
16 5 6 20 16 15| 11 2
F, |12 18 19 20 21 19
12 18 14 16 12 11| 12 -2
F, (14 21 25 18 17 13
8 - 20 1641 + 14 9 18 0
F, |20 22 v |21 20 16 18
16| 3 + 18 6 - 8 15| 17 2
J. 20 8 6 7 8 9 58
v, 14 20 16 18 14 13
z, =923,
min{5,6,8}=5
Bl BZ B3 B4 BS BG a1 ui
F |15 22 18 26 16 25
5 21 6 19 15 14| 11 -1
F, |12 18 19 20 21 19
12 18 15 16 12 11| 12 -4
F, |14 21 25 18 17 13
3 20 17 6 14 9 18 -2
F, |20 22 21 20 16 18
16 8 19 1 8 15| 17 0
j 20 8 6 7 8 9 58
v, 16 22 19 20 16 15
z, =918= z*
Allerdings ist die Optimallésung wegejy = c,, = 8mehrdeutig.
Bl BZ B3 B4 BS BG a1 ui
F |15 22 18 26 16 25
5 21 6 19 15 14| 11 -1
F, |12 -[18  +] 19 20 21 19
124 7| 18 15 16 12 11| 12 -4
F|14 4121 25 18 -17 13
3 20 17] 6 1 14| 9 18 | -2
F, |20 22, 21 20 116 18
16 8 19 1" 8 15| 17 0
j 20 8 6 7 8 9 58
v, 16 22 19 20 16 15

11




min{6,8,12}=6

Bl BZ B3 B4 B5 BG a1
F |15 22 18 26 16 25
5 21 6 19 15 14| 11
F, |12 18 19 20 21 19
6 6 15 16 12 11| 12
F, |14 21 25 18 17 13
9 20 17 14 9 18
F, |20 22 21 20 16 18
16 2 19 7 8 15| 17
b, 20 8 6 7 8 9 58
5 06 00O 5 06 00
12 0 0 0 0 O 6 6 00O
X*=qa +(1-0a) , O<a<1l
3 006 009 9 00 00O
0O 8 0180 0 2 07 8

B. 6. 12. (Degeneration
Ist die Anzahl der positiven Komponenten einer gsilgen Basislosung kleiner ats- n—1,

so wird es nicht moglich sein, alle, i=1,2,...m;v ,j= 1,2,..n zu bestimmen. In diesem
Falle wird in mindestens emeeigneteseeres Feld ein Null eingetragen und weiter gaereth

BS. 6. 3.
Die ProduzenteR, i =1, 2,3stellen ein homogenes Gut in folgenden Mengeneiahéier:

B : 1000 ME, P,: 700 ME, P,: 900 ME.

Das Produkt ist zu vier Endverbrauch¥mj =1, 2,3, 4, mit folgendem Bedarf zu
transportieren:

V,: 900 ME, V,: 800 ME, V,: 500 ME, V,: 400 ME.

Die Transportkosten/ME sind in folgender Tabellgegeben:

v, TV, [ v, |y,
R 2 2 2 4
P, 4 6 4 3
P, 3 2 1 0

Ausgehend von einer nach der Nord-West-Ecken-Methexteugten Startldsung, bestimmen
Sie einen kostenminimalen Transportplan.

12



LOsung:

V1 V2 V3 V4 a1
P |2 2 2 4 100d
900 100
P |4 6 4 3 700
700
P |3 2 1 0 900
500 400
b, 900 800 500 400 | 2600
z, = 6700
V1 V2 V3 V4 a1 ul
R [2 -12 ]2 4 100(
ooof | 100 1 0 0
P2 4 < 6 v| 4 3 700
+ 6| 700 - 5 4 4
P |3 2 1 0 900
2 2 | 500 400 0
b, 900 800 500 400 | 2600
v, 2 2 1 0
V1 V2 V3 V4 a1 ul
P [2 2 2 4 100(
+ 200 800 0 1 0
P |4 |6 4y 3 700
- 700 4]+ 4 3 2
P |3 2 1 0 900
1 1| 500 400 -1
b, 900 800 500 400 | 2600
v, 2 2 2 1
z, =5300

13




V1 V2 V3 V4 a1 ui
P |2 2 2 4 1000 O
200 | 800 1 0
P, |4 6 4 3 700] 2
700 4 3 2
P |3 2 1 0 900] 0
2l 0 500 | 400

b 900 800 500 400 | 260D

Damit ist die Losung optimal und lautet:

200 600 O 0
X*=1700 O 0 o |, z = 530.
0 0 500 40

D. 6. 3. (Offenes Transportproblem
Ein offenes Transportprobletiegt vor, wenn

2a%) b
i=1 i=1
gilt.
B. 6. 13.
Ist
2.a>>b
i=1 i=1

so wird einfiktiver Verbraucheld.h. einezusatzliche Spalte) eingefiihrt, wobei die
entsprechenden Transportkosten/ME (falls keineerait Angaben bekannt sind) gleich Null
gesetzt werden.

Ist

n

a<2.hb

=1

NgE

Il
iky

so wird einfiktiver Produzentd.h. einezusatzliche Spalte) eingefuhrt, wobei die
entsprechenden Transportkosten/ME (falls keineesit Angaben bekannt sind) gleich Null
gesetzt werden.

14



BS. 6. 4.

Ein Kraftverkehrsbetrieb hat drei StanddteS und §, in denen Lastkraftwagen eines

einheitlichen Typs in folgenden Mengen stehen:

Dieser Kraftverkehrsbetrieb fuhrt fur vier BetridjeB,, B, und B, Transporte aus, die
folgenden Bedarf haben:

Vorgegeben sind weiter die Entfernungen der Stdadt@r Fahrzeuge zu den Betrieben:

Es ist ein optimaler Bereitstellungsplan fir dieffahrzeuge tu ermitteln, bei welchem die

K,:12, K,=12, K, :1.

B:6, K,:7, B;:12, B, :1

B|B |B|B
sl2|3]2]7
s|9[11] 7] 12
s,|8|8|6]5

auftretenden Leerkilometer minimiert werden.

LOsung:

BZ B3 B4 Bf a1
S |2 3 2 7
12
S |9 11 7 12
12
S, |8 8 6 5
12
bj 7 8 11 4 36
Wir bestimmen eine zulassige Basislésung nasM:
Bl BZ BS B4 Bf a1 di
S |2 3 2 7 0 2,0,1
6 6 12
s |9 11 7 12 0 7,2,4
8 4 12
S, |8 8 6 5 0 51,2
1 11 0 12
b, 6 7 8 11 4 36
d, 6 53 4,1 2,7
z,=149

15




BZ B3 B4 Bf a1 ul
s |2 3 7 0 5

6 2 0 5| 12
s, |9 11 12 0 + 0

8 8 5 41 12
s, |8 8 5 0 0

1 7 11 0 - 12

b, 7 11 4 36

v, 5 0
z, =147

BZ B3 B4 Bf a1 ul
s |2 3 7 0 5

6 1 0 6| 12
s, |9 11 12 0 1

8 6 4 12
s |8 8 5 0 0

1 0 11 2 | 12

b, 7 11 4 36

v, 5 -1
7* = 7 =147

B.6.13.

Es kommt manchmal vor, dass einige Transportstregksperrt werden mussen. In solchen
Féllen sollte man die entsprechenden TransortkgsteMengeneinheit so hoch wahlen, dass
sie bei der Minimierung de Transportkosten unmdgiicBetracht kommen. Gewdhnlich

wahlt man hierzu als Kosten eine hinreichend gioddgM > 0.

BS. 6. 5.

Die FabrikenF,, F,,F;Beliefern die KauhalleK,, K,, K,mit einem bestimmten

Nahrungsmittel. Die nachfolgende Tabelle zeigtid@nsportkosten pro Mengeneinheit, das

Angebot der einzelnen Fabriken und den Bedarf derflikallen:

Kaufhalle Angebot
Fabrik K, K, K, K,
F 12 10 8 11 3
F, 12 10 14 14 18
F, 8 8 11 13 9
Bedarf 6 8 5 11 30

16




1. Empfehlen Sie einen Transportplan mit minimalem$pertkosten.
2. Bleibt die von Ihnen ermittelte Losung optimal, wetie Strecker; nach K, wegen

Bauarbeiten gesperrt wird?

LOsung:
1.
Wir bestimmen eine zulassige Basislosung nasi
Kl K2 K3 K4 a1 di
F |12 10 8 11 3 2
3
F, 12 10 14 14 18 2,4,0
8 10
F, |8 8 11 13 9 0,3,2
6 2 1
b,— 6 8 5 11 30
,— 4 2 3 2,1
z,=327
Kl K2 K3 K4 a1 ui
F |12 10 8 11 3 -3
5 6 3 10
F, |12 10 14 14 + | 18 1
o| -8[ 12] 10%
F, |8 8 111 13 |] 9 0
6 + 9 2 1 -
bj 8 5 11 30
v, 9 11 13
Kl K2 K3 K4 a1 ui
F |12 10 8 11 3 -3
5 5 3 9
F, |12 10 14 14 18 2
10 7 13 11
F, |8 8 11 13 9 0
6 1 2 12
bj 6 8 5 11 30
v, 8 11 12
0O 03O0
X*=|0 7 0 11|, z=2=326
6 1 2 0

17



(Letzte Aktualisierung: 11.11.2015)
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Kl K2 K3 K4 61 ui
F |12 10 8 11 3| -3
M-3 5 3 9
F, | 124 10 14 14 18] 2
+ P M+2 an 13 11
F (M 8 11 13 9]0
-6 1 + 2 12
b 6 5 11 30
v 11 12
Kl K2 KS K4 6\ l"Ii
F |12 10 8 11 3|5
7 5 3 9
F, |12 10 14 14 18] 0
6 1 13 11
F, | M 8 11 13 9| -2
7 2 12
b 6 8 5 11 30
v 12 10 13 14
0030
X*=|6 1 0 11|, z*= 33¢
07 20




