Kapitel 5

Lineare Optimierung
Dualitat

D. 5. 1: (Dualitat)
Folgende Aufgaben der linearen Optimierung he#anmetriscldual zueinander

max{z:ch|Axs b » (}
und
min{Z=b'A | Az c A2 (.

Folgende Aufgaben der linearen Optimierung hed&mmetrisch dual zueinander:

max{z:ch|Ax: b » (}
und
min{Z =b'A | A2 4.

Dabei sind:

c:=(c) i=L2,.n
X:=(%), j=L42,..n
A=(g),1=12,.m;j=12,.n

b:=(h), i=1,2,..m
A=), i=12,..m.

Die eine (in der Regel die vorliegende) Aufgabddherimal und die andere (in der Regel die

zu konstruierende) Aufgabe hidBtial.

S.5. 1.
Fur jede zulassige Losungder primalen Aufgabe und jede beliebige zulassigguhg der
dualen Aufgabd gilt

z(X) < ZA).

Beweis:
Aus der Nebenbedingung' A > cfolgt die Ungleichungl™ A= ¢, so dass sich wegen
x=20,120

Z(N=Cx<ATA<AT b= bA= 2N)

ergibt.



S.5.2
Ist fir eine zuléassige Losung* der primalen Aufgabe und eine zulassige Losdrigler
dualen Aufgabe die Gleichung

z(X) = Z4X)
erfullt, so sindk* undA * optimale Losungen der jeweiligen Aufgaben.

Beweis:
Fur eine beliebige zulassige LosuAd der dualen Aufgabe folgt wegen S. 5. 2.

Z(A) =4 %) < Z)).

Also istA * eine optimale Losung der dualen Aufgabe. Eine eetéende Uberlegung zeigt,
dass auchx* optimal ist.

S.5. 3.
Ist die Zielfunktion der dualen Aufgabe auf der Menhrer zulassigen Losungen nach unten
nicht beschrankt, so besitzt die primale Aufgabe&keulassige Lésung.

Beweis:

Wirde die primale Aufgabe eine zulassige Losubgsitzen, so miusste wegen S. 5. 1. Die
Zielfunktion der dualen Aufgabe nach unten besdtiraein. Das widerspricht der Annahme
des Satzes, so dass die Menge der zulassigen lgisdeg primalen Aufgabe leer sein muss.

S.5.4.

Entweder besitzen beide Aufgaben des dualen Pasre®ptimale Losung, oder keine der
beiden Aufgaben hat eine optimale Losung. Im erBtdle stimmen die Extremalwerte beider
Probleme Uberein.

S.5.5.
Notwendig und hinreichend fir die Losbarkeit eiAefgabe des dualen Paares ist, dass beide
Aufgaben zuléssige Losungen besitzen.

Beweis:

Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. ZumBeis der hinreichenden Bedingung
nehmen wir an, dass beide Probleme zulassige Lésumggsitzen. Dann ist die Menge der
zulassigen Losungen der primalen Aufgabe nichtuedrdie Zielfunktion wegen Satz 5. 1.
Nach oben beschrankt. Auf Grund von Satz S. 2.@d\Wlaher die primale Aufgabe eine
optimale Lésung besitzen Die Losbarkeit der duédlefgabe kann entsprechend gezeigt
werden.

S.5.6.

Damit eine Aufgabe des dualen Paares zulassigengésubesitzt und die zweite Aufgabe
Uber keine zulassigen Losungen verflgt, ist notvgendd hinreichend, dass die Zielfunktion
der ersten Aufgabe auf der Menge der zulassigeuarigien nicht beschrankt ist.

Beweis.

Nach Satz S. 5. 3. Ist die Bedingung hinreichenuin Beweis der Notwendigkeit ziehen wir
den Satz S. 5. 4. Heran. Eine Aufgabe des dualare®aesitzt eine zulassige Losung; sie
kann jedoch nicht |6sbar sein, weil sonst aucledieite Aufgabe eine optimale Losung
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besitzen musste (nach Voraussetzung hat die z#veftgabe keine zulassige Losung). Nach
Satz S. 2. 9. Kann daher die Unlosbarkeit deeer8ufgabe nur dadurch verursacht werden,
dass die Zielfunktion auf der Menge ihrer zulassiggsungen nicht beschrankt ist.

Eine zulassige Losung: der primalen Aufgabe ist dann und nur dann optimvahn eine
zulassige Losung™* der dualen Aufgabe mit( X)) = 4 A*) existiert. A * ist dann

Optimallésung der dualen Aufgabe. Entsprechendefigduale Aufgabe.

Beweis:

Nach Satz S. 5. 2. Ist die Bedingung hinreichenuin Zachweis der Notwendigkeit nahmen
wir an, dasx* optimal ist. Dann besitzt auch die duale Aufgalme @ptimale Losung™* ,

und es gilz(¥) = A &) .

Bei der Untersuchung des dualen Paares konneird@teiauftreten:

1. Beide Aufgaben besitzen zuldssige Lésungen,;
2. Nur eine Aufgabe hat zulassige Losungen,;
3. Beide Aufgaben besitzen keine zulassigen Lésungen.

Im ersten Fall sind die Aufgaben des dualen Pdéasbsr, in den beiden weiteren Fallen
unlésbar.

B.5. 1.
Kennt man von jede Aufgabe des dualen Paares elassige LosungX* bzw. A*), so kann
der Maximalwertz_,, der primalen Aufgabe und der Minimalwety,,, der dualen Aufgabe

durch

Z(X)S Z’nax: Z’ninS ZA*)
eingeschlossen werden.

B. 5. 2. (Dualitat und die Simplexmethode

Die Dualitat liefert numerisch den Vorteil, dassmmait der Losung einer Aufgabe des
Dualpaares gleichzeitig die Losung der anderen &hdgoekommt. Der nachfolgende Satz
gibt Auskunft Gber die Beziehungen zwischen deimwgden Losungen des dualen Paares im
optimalen Simplextableau:

S.5.8.
Eine zulassige Losung mit den Komponemgn,,...x ., der primalen Aufgabe

max{c’x| Ax+ X= 1, %2 0, X2 0}, mitx":=(X, - . . Xum)

ist dann und nur dann eine optimale Lésung, wergireszulassige Losung mit den
Komponenteni,, 4,,.. A, der dualen Aufgabe

m+k
max{-b' A |[AA-A'=¢c, 420,420, mitA=(A, . . . Aun)

mit folgenden Eigenschaften gibt:



1. Fdar alle Indizesmitx, >0gilt A, =0, 1=12,..k;
2. Fur alle IndizesmitA_,, >0giltx =0, i1=12,..k;
3. Fur alle Indizeg mit/lj >0gilt x,; =0, j=12,..m;
4.

Far alle Indizeg mitx,, ; >Ogi|t/lj =0, j=12,..m

Dann ist die zulassige Losung der dualen Aufgabe eptimale Losung des Dualproblems.

BS. 5. 1.
Gegeben sei das Problem

Z =54 +A4, - min!

34 +4,29

A +A4,25

A, +81,>8
A,4,20

Dualisieren Sie diese Aufgabe.

Losen Sie das Dualproblem.

Geben Sie die Losungen des Primal- und des Dudémsban.
Interpretieren Sie die Dualvariablen.

N

LOsung:
1.

z=9Xx +5%+ 8% - max
M +X F XD
X+ X+8x<1
X1, %, %52 0

2.
Normalform:

z=9Xx +5%+ 8% - max
M AX F Xt X =2
X+ X% +8% +Xx=1

x=20,1=12,..,5



Simplextableau

BV X X, X3 X, X5 X
X, 3 1 1 1 0 5
X, 1 1 8 0 1 1
Z -9 -5 -8 0 0 0
X, 0 2 -23 1 -3 2
X, 1 1 8 0 1 1
Z 0 4 64 0 9 9

=L 0020, M=0090 464, z,=2.=9

ax min

(Unter den Schlupfvariablen des gelosten Problenaeh wir in der letzten Zeile des
Endtableaus in der gegebenen Reihenfolge die Koergen der Optimallésung des anderen
Problems. Unter den Problemvariablen des gel6st@lés finden wir in der letzten

4,
X, =1bedeutet: Eine Erhthung der rechten Seite demelgtbenbedingung des gegebenen

Problems, namlich 9, um eine Einheit bewirkt eimedung des optimalen
Zielfunktionswertes um 1 Einheit. Wege® = x, = Ohat die Erhohung der rechten Seite der

zweiten bzw. der dritten Nebenbedingung des gegegbBroblems keine Auswirkung auf den
optimalen Wert der Zielfunktion.



BS. 5. 2. (Siehe das Beispiel BS. 4)6.
Gegeben sei das Problem

z=20x + 40x—> min
& +x = 1
X + 4, =2 1z
2x, + %, 2= 1C
%, %2 0

Losen Sie das Problem durch das entsprechende obim.

LOsung:
1.

Z =184 +121,+ 10, - ma
64, +A,+24,< 2C
A +44, +1,< 40
AyAA,20

Normalform:

Z =184 +121,+ 10, - ma
64, +A,+20,+4, =2
A +4A, +A, +A,= 4(

A=20,i=12,..5



Simplextableau

BV Al AZ /13 /14 AS AO
A, 6 1 2 1 0 20
s 1 4 1 0 1 40
Z -18 -12 -10 0 0 0
A S R T
6 3 6 3
A |0 2B 2 1 1 |10
6 3 6 3
Z 0 -9 -4 3 0 60
A I A R O
23 23 23 23
A0 1 4 1 6 | 220
23 23 23 23
z 0 0 56 60 54 | 3360
23 23 23 23
A B0 1 a1
7 7 7 7
Ao| 410 12 | 60
7 7 7 7
Z 8 0 0 4 2 160

x=(4 2 8 00, »*=(0 60/7 407 0 O, z=2 =160

(Letzte Aktualisierung: 22 .11.2016)



