Kapitel VI

Varianzanalyse

B. 6. 1. (Gegenstand der Varianzanalyse)
Die Varianzanalyse ist ein sehr allgemeines Verfahren zur statistischen Bewertung von
Mittelwertunterschieden zwischen mehr als zwei Gruppen.

B. 6. 2. (Faktoren, Faktorstufen)

Unabhéngige Variablen werden im Zusammenhang mit der Varianzanalyse als Faktoren
bezeichnet. Es handelt sich dabei immer um qualitative, nominalskalierte Variablen. Die
einzelnen qualitativen Auspragungen eines Faktors werden als Faktorstufen bezeichnet.
Im Gegensatz zu den Faktoren handelt es sich bei den in einer Varianzanalyse betrachteten
abhdngigen Variablen stets um quantitative, intervallskalierte Variablen.

B. 6. 3. (Klassifikation der Modelle der Varianzanalyse)

Anzahl der unabhingigen Variablen
Anzahl der
abhdngigen Variablen 1 >1
1 Einfaktorielle univariate Mehrfaktorielle univariate
Varianzanalyse Varianzanalyse
>1 Einfaktorielle multivariate Mehrfaktorielle multivariate
Varianzanalyse Varianzanalyse

B. 6. 4 (Gegenstand der einfaktoriellen Varianzanalyse )

Die Varianzanalyse (ANOVA = ANalysis Of VAriance) wird benutzt, um Unterschiede
zwischen Mittelwerten von drei oder mehr Stichproben auf Signifikanz zu priifen.

Der entsprechende Test basiert auf folgenden Hypothesen:

Hy:py=p,=..= 1y
H,: u # y;, firmindestenseini= j, i, j=12,..,k

k=>3.
Die einfaktorielle Varianzanalyse basiert auf folgenden Annahmen:

1. Die Populationen, aus denen die Stichproben stammen, sind (ndherungsweise) normal
verteilt.

2. Die Populationen, aus denen die Stichproben stammen, haben die gleiche Varianz
(oder Standardabweichung).

3. Die Stichproben sind zufillig und unabhingig voneinander.




ALG. 6. 1. (Test der Gleichheit von k Populationsmittelwerten)
Schritt 1 (Formulierung der Hypothesen)

Hy:wy=py=..=4; H: p#p, furmindestenseini=# j, i,j=1,2,...k, k=3.

Schritt 2 (Berechnung der Teststatistik)

Sei
x;:  Wert der Beobachtung i fiir die Behandlung ;
n;:  Anzahl der Beobachtungen fiir die Behandlung ;
x;:  Stichprobenmittelwert fiir die Behandlung ;
;1 Stichprobenvarianz fiir die Behandlung ;
s Standardabweichung der Stichprobe fiir die Behandlung.
o MSTR
MSE
mit
MSTR = SSTR
k-1

(Within-Tratments: Mean Square due to TReatment,; Between Treatments: Mean Square due
to Error)

Geschitzte Varianz innerhalb der Gruppen (within-Varianz, Fehlervarianz, ,,error*):
Wie unterscheiden sich die einzelnen Werte in einer Stichprobe (oder Gruppe) von den
iibrigen Werten in der gleichen Gruppe?

Geschitzte Varianz zwischen den Gruppen (between-Varianz):Wie unterscheiden sich die
Mittelwerte verschiedener Stichproben (oder Gruppen) voneinander?)

k -
SSTR = Z n,(x;— x)*  (Sum of Squares due to TreaTments)
=




x=22 s ono=n+n,+..+n,. (Gesamtstichprobenmittelwert)

(Haben alle Stichproben den gleichen Umfang n, dann ist n, = k-n und damit

;_: j=1 i=1 _ n — Jj=1 )
kn k k
z (xij X )
SZ_ — =l
/ n,—1
k
SSE = Z(n : —l)sf (Sum of Squares due to Error)
Jj=1
k
20008 gop
MSE =22 = (Mean Square due to Error)
n,—k n, —k

Schritt 3 (Entscheidung)

p —value—Methode : Lehne H jab, wenn p —Value< o
Critical-Value-Methode: Lehne H ab, wenn F' > F,

( F, basiert auf der F'— Verteilung mit dem Freiheitsgrad k& —1im Zéhler und dem

Freiheitsgrad n, — k im Nenner.)

B. 6. 1. (Paarweiser Vergleich der Mittelwerte in der Grundgesamtheit)

Schritt 1 (Formulierung der Hypothesen)



Hy: H = H; Hy: H; # U,

Schritt 2 (Berechnung der t-Statistik)

. Xi—X;

tstat -
JMSE[u]
I’li I’lj

Schritt 3 (Entscheidung)

p—value - Methode,, Lehne H ,ab, wenn p — value < o

Critical-Value-Methode: Lehne H, ab, wenn ¢t < —¢_, odert>¢_,

(Hinweis: Der entsprechende Freiheitsgrad ist n, —k.)

B. 6. 2. (Konfidenzintervalle fiir die Mittelwerte in der Grundgesamtheit)

u; € .?_Cj_ta/z‘ MSE,)_CJ‘-I-Ia/z' MSE , J=L2,...k
n. n.

J J

(Hinweis: Der entsprechende Freiheitsgrad istn, — k)

BS. 6. 1.

Eine Firma stellt Drucker und Faxgerite in drei verschiedenen Standorten §,,S, und S, her.
Um festzustellen, wie weit die Mitarbeiter tiber Qualititsmanagement Bescheid wissen,
werden jeweils 6 Mitarbeiter aus jedem Standort gewahlt und getestet. Die Ergebnisse
werden mit 0 -100 bewertet. Folgende Tabelle enthélt die erhaltenen Resultate:

Beobachtung S, S, S,
1 85 71 59
2 75 75 64
3 82 73 62
4 76 74 69
5 71 69 75
6 85 82 67

Dabei gehen wir von folgenden Annahmen aus:



e Fiir jede Population ist die abhéngige Variable ,,.Bewertung® normalverteilt.
e In allen drei Populationen sind die Varianzen der Bewertungen gleich.
e Die Bewertung der Leistung jedes Mitarbeiters ist unabhéngig von der Bewertung der
Leistung jedes anderen Mitarbeiters.
Sei o :=0.01

—

Zeigen Sie, dass die alle Mittelwerte in der Grundgesamtheit nicht gleich sind.
2. Untersuchen Sie, ob in der Grundgesamtheit die Mittelwerte paarweise gleich oder

ungleich sind.
3. Bestimmen Sie ein Konfidenzintervall fiir jeden Mittelwert in der Grundgesamtheit.

1.
Schrittl (Formulierung der Hypothesen)

Hy: py=p, =5 H oy # p,, firmindestens eini# j, i,j=1,2,3.

Schritt 2 (Berechnung der Teststatistik)

- 85+75+82+76+71+85
X1 = p =79
- T1+75+73+74+69+82
Xy = p =74
- 59+64+62+69+75+67
X3 = =66
6
_ 2 . 2 _ 2 . 2 . 2 _ 2
sf:(gs 79)" +(75-79)" +(82-179) ;(76 79)" +(71-79)" +(85-179) _34; 5 =583
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
S22:(71 74)" +(75-74)" +(73-74) -|5-(74 74)" +(69—-74)" +(82-174) 220: 5, =447
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
532:(59 66)" +(64—66)" +(62—66) ;(69 66)" +(75—-66)" +(67—66) 32, 5 =5.66
;zwzn

k =
SSTR:=>"n,(x;—x)* =6(79-73) +6(74-73)" +6(66-73)" =516

Jj=1

msTr:=>28 210 _5sg
k-1 3-1

k
SSE =Y (n,—1)s> =(6-1)34+(6-1)20+(6-1)32 =430

J=1



SF _ 20 g7,

n—k 18-3

MSE =

_ MSTR _ 258 _
MSE ~ 28.67

Schritt 3 (Entscheidung)
Seia =0.01.

Freiheitsgrad des Zéhlers: k-1=3-1=2,
Freiheitsgrad des Nenners: n,—k=18-3=15.

F,,(df, =2,df, =15)=6.36.

Wegen F'=92>6.36=F, wird die Nullhypothese wird abgelehnt. Mit anderen Worten, die

Varianzanalyse unterstiitzt die Vermutung, dass die Mittelwerte der Population nicht alle
gleich sind.

2.
a)
Schritt 1 (Formulierung der Hypothesen)
Hy oy =p, H:ow # 1,
Schritt 2 (Berechnung der t-Statistik)

= D74 =1.617

Lt
28.67-(1 +1j
6 6

Schritt 3 (Entscheidung)

t,, =1.617<2947 =t

stat krit

Lehne H ab.
b)
Schritt 1 (Formulierung der Hypothesen)
Hy @ gy = 1 H, o # 1

Schritt 2 (Berechnung der t-Statistik)



= 7966 =4.205

lstat
28.67- (1 + lj
6 6

Schritt 3 (Entscheidung)

t,, =4205>2947=t¢

stat krit

Lehne H ab.
c).
Schritt 1 (Formulierung der Hypothesen)
Hy o gy = gy H : oy # 1
Schritt 2 (Berechnung der t-Statistik)

74— 66

Lo = =2.588
11
28.67-| —+—
6 6
Schritt 3 (Entscheidung)
L =2.588<2.947 =1t ,
Lehne H| nicht ab.
3.
W€ 79-2.947. 22'67 ,79+2.947 - 22;'67 =[76.370,81.630]
W, €| TA—2.947 - “2267 ,74+2.947 - “286'67 =[71.370.,76.630]
M, € 66—2.947- 2?.67 ,66 +2.947 - 22'67 =[63.370.,68.630]




Die ANOVA-Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die erzielten Resultate:

ANOVA-Tabelle

Variationsgrund | Quadratsumme | Freiheitsgrad Mittlere F
Quadratsumme

Behandlung 516 2 280.00 9.00

Fehler 430 15 25.67

Gesamt 940 17

(Letzte Aktualisierung: 20.11.23)




