Einflhrung in die Mengenlehre

D. 1. (Menge, von Georg Cantor, 1845-1918)

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unseres
Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen, wobei von jedem Objekt eindeutig
feststeht, ob es zur Menge gehdort oder nicht.

Die zur Menge gehdrenden Objekte heiRen auch Elemente der Menge. Die Elementbeziehung
wird mit dem Symbol [ bezeichnet. So bedeutet x [0 M, dass das Objekt x ein Element der
Menge M ist, y 0 M bedeutet dagegen, dass y kein Element von M ist.

B. 1
Man kann Mengen auf verschiedene Weise angeben:

1) Alle Elemente der Menge explizit angeben (wenn mdglich),
2) Durch die Vorschrift

M ={x[@ | H(x} ,

d. h. M st die Menge aller Elemente aus einer Grundmenge Q, fiir die die
Aussageform H(x) zu einer wahren Aussage wird.

BS. 1.
1) Die Menge

M:={K, A F, B

stellt die Menge aller Buchstaben des Wortes KAFFEE dar. Da die Elemente
wohlunterschieden sein missen, tauchen die Buchstaben F und E jeweils nur
einmal auf.

2)
M:={xON| x 151 % 1¢,

N : Menge der nattrlichen Zahlen.

D. 2. (Teilmenge)
Seien A und B zwei Mengen. Die Menge A heilt Teilmenge der Menge B, falls jedes
Element der Menge A auch Element der Menge B ist, also:

Ox (0 B Ox B).

Symbolisch: AL B.



B. 2.
Zur lllustration von Zusammenhangen in der Mengenlehre sind sogenannten Venn-
Diagramme, bei denen Mengen durch Flachen dargestellt werden, gebréuchlich.

D. 3. (Mengengleichheit)
Zwei Mengen A und B heif3en gleich, falls jedes Element von A zugleich Element von B
und jedes Element von B zugleich ein Element von A. Also gilt:

A=B - (ADBI B A

BS. 2.
Sei A die Menge aller Buchstaben des Wortes ANNA und B die Menge aller Buchstaben
des Wortes AN. Dann gilt

A={AN} =B.

D. 4. (Leere Menge)
Die Menge, die kein Element enthélt, hei3t leere Menge und wird mit [J bezeichnet.

BS. 3.
Sei M die Menge aller Studenten, die jlinger als 3 Jahre sind. Dann ist M = [1.

D. 5. (Potenzmenge)
Essei A eine gegebene Menge. Die Menge {M | M O A aller Teilmengen von A heif3t

Potenzmenge von A und wird mit 2* bezeichnet.

S. 1.
Sei A eine beliebige Menge und 2* ihre Potenzmenge. Dann gilt I 2* und A O 2*.
Wenn die Menge A n Elemente besitzt, so hat die Potenzmenge 2* genau 2".

BS. 4. :
a)Essei A={1, 2, 3.Danngilt

2={ 0. {2 4L 12 34 )26 13

b) Essei A={*} .Dann gilt

2={ o} {y{" 1

B. 3.

Vorsicht ist geboten bei der Definition von Mengen bzw. Eigenschaften, wenn man mit dem
Wort ,,alle* zu groRziigig umgeht. So fuhrt etwa der Begriff der Menge aller Mengen, die sich
nicht als Element enthalten, zu Widerspriichen. Dazu soll ein klassisches Beispiel angefiihrt
werden:

Definiert man einen Barbier als den Mann eines Ortes, der genau alle die Ménner dieses Ortes
rasiert, die sich nicht selbst rasieren, so bleibt die Frage ,,Wer rasiert den Barbier?*



unbeantwortet. Diese Definition des Barbiers durch die angegebene Eigenschaft ist daher
sinnlos.

D. 6. (Vereinigungsmenge)
Seien A und B Mengen. Die Menge

{xIxOA® & A B
heil3t Vereinigungsmenge von A und B.

D. 7. (Durchschnittsmenge)
Seien A und B Mengen. Die Menge

{xIxO0AX 8 mM B

heil3t Durchschnittsmenge von A und B.

D. 8. (Disjunkte Mengen)
Die Mengen A und B heiRen disjunkt, wenn gilt An B =1[1.

BS.5.
a) Seien
A={1 2 3, B={10 .
Dann ist
AOB= {1 2 3 1¢, AnB=0O.
b) Seien

A={a b &, B={d.
Dannist B [J A, und es gelten die folgenden Beziehungen:
AOB= {a b ¢= A, AnB={d =B.

S.2.:
Seien A und B Mengen mit A [0 B. Dann gelten folgende Beziehungen:

AUB A, AnB=B.

S. 3.
Seien A eine beliebige Menge. Dann gelten folgende Beziehungen:

AOF A, AnO =0,
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AOA A, An A=A.

D. 9. (Differenzmenge)
Seien A und B Mengen. Die Menge

{xIxOAlX 8 :A\B
heif3t Differenzmenge von A und B.

D. 10. (Komplement)
Sei Q eine Grundmenge und A [X2 . Dann heit Q\ A Komplement von A bzgl. Q:

{xm |0 A& :A.

BS. 6.
sei Q=N, A={1, 3, B{2 B .Danyilt:

AnB={3}, ADB {1 2 3,
A\B={1}, B\A={3,

A=N\1 3 {3 4 5 6 .}.

BS. 7.

Es seien A die Menge aller geraden natirrlichen Zahlen und B die Menge aller ungeraden
naturlichen Zahlen.

Dann gelten die folgenden Beziehungen:

A\B=A,

AnB=0, A=B,
B=A, B\A=B.

AUB N,

S. 4.
Esseien A, B, C beliebige Mengen. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

a) Kommutativitat:

AOB Bl A
AnB=Bn A

b) Assoziativitat :

c) Distributivitat :



AO(B C¥ (A B) (& C),
An(BOCF (A Bj (A C).

S.5.
Esseien A, B, C beliebige Mengen. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

a) A\(BOCk (A\Bjh (A\C),
b) A\(Bn C)=(A\B)O(A\C),
c) (A\B)OB Al B.

D. 11. (Geordnetes Paar)
Ein geordnetes Paar (a, b) besteht aus zwei Elementen a, b, wobei es auf die Reihenfolge

der Elemente ankommt: a ist das erste Element und b ist das zweite Element.

D. 12. (Produktmenge)
Seien A und B zwei Mengen. Als Produktmenge von A und B bezeichnet man die Menge

{(ab)ladA B & A B.

BS. 8.
seien A={a, B, B{c, § .Dannist:

AxB:{(a, c) (a d) (b c) (b d}
Es gilt aber:
BxA={(c. a), (d, a) (c. b) (d b}.

Dies fuhrt zu:

S. 6.
Es gilt im allgemeinen

AxB # BxA.

S.7.
Fur beliebige nichtleere Mengen A, B, C gilt:



BS. 9.
Die Aussagen des Satzes S.7. sollen hier veranschaulicht werden:

a)Esseien A={}, B{}, C{}3 .Dannist

aBOCE A{2 3= {@ 2. @ 3}
und

(ae)o(axck {1 2jo {@ ¥ {@ 2 @ 3}.
Somit gilt hier die Beziehung a).

b)Esseien A={}, B{2 B, C$ 3 }4 .Dannist
Ax(Bn C)=(AxB) n (AxC)={(L 3}.
Somit gilt hier die Beziehung b).

c)Esseien A={}, B{}, C %}3 Dann ist

(ADBpc {1 3Ap= {0 3 (. 3

und

(xo)o(ecy {6 3 {2 % {69 @3}

Somit gilt hier die Beziehung c).

d)Esseien A={1, 3, B{2 B, Cf}4 .Dannist
(AnB)xCc={(2 4}
und

(axc)n (BxC)={@L 4) (2. 4} n{ 4) (2 4}={( 4}.

Somit gilt hier die Beziehung d).

D. 13. (n-te Potenz einer Menge)
Sei A eine Menge. Die Menge

{(a, a, ..a)la0A ad A ..a # :A".
heil3t n-te Potenz der Menge A.

B. 4.
Besonders hiufig werden die n-ten Potenzen der Menge der reellen Zahlen R*
verwendet. Es gilt

R" :{(xl, Xy, Xy ) | % DRl} :

BS. 10.
Es sie A :{!, 7} . Dann ist

A=aa={l 0 (2 20 (2 2}



D. 14. (Abbildung)
Seien X, Y beliebige Mengen. Die Menge A [0 XxY hei8t Abbildungaus X in Y, und

fiir beliebige geordnete Paare (x, y) A heiflt x Urbild von y und y Bild von x.

BS. 11.

a) Im ersten Semester werden flr die Betriebswirtschaftsstudenten 10 verschiedene
Studienfacher angeboten. Nach der Einschreibung steht fest, welcher Student sich
in welches Fach eingeschrieben hat; es liegt eine Abbildung aus der Menge der

Studenten in die Menge der angebotenen Facher vor. Ein geordnetes Paar (x, y),
wobei x ein bestimmter Student und y ein bestimmtes Fach ist, gehdrt genau
dann zu der Abbildung, wenn sich der Student x in das Fach y eingeschrieben

hat.
b) Man betrachte die Abbildung, die jedem Menschen seine Koérpergrofie zuordnet.
Hier istalso X die Menge aller Menschenund Y die Menge aller reellen Zahlen.

Die Abbildung A ist hier die Menge aller geordneten Paare (x, y), wobei die
reelle Zahl y die Korpergréie des Menschen x angibt.

B. 5.

Die Beispiele machen deutlich, daR man eine Abbildung A [0 XxY auch als
Zuordnungsvorschrift zwischen den Elementen der Menge X und den Elementen der Menge
Y auffassen kann. Statt (x, y) JA kann man auch sagen: dem Element x wird das Element

y zugeordnet. Interessiert man sich fur die Menge aller Bilder y, die einem gegebenen
Urbild x durch die Abbildung A zugeordnet werden, muss man die Menge

A()={yl(x y)OA

untersuchen.

B. 6.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, Abbildungen graphisch darzustellen. Da jede Abbildung
Teilmenge einer Produktmenge ist, ergibt sich fiir Abbildung A 0 R'xR" die Mdglichkeit der
Darstellung im kartesischen Koordinatensystem der Ebene. Geht man von der Erklarung
einer Abbildung als Zuordnungsvorschrift aus, so bietet sich eine Darstellung mit Hilfe von
Pfeilen an, die von den entsprechenden Urbildern zu den zugehdérigen Bildern weisen.

BS. 12.
a)Esseien X ={1, 2, 3 4 und Y ={2,4,5 . Die Abbildung A ist durch drei
geordnete Paare charakterisiert, namlich

A={( 2. (L 4) (3 5}.

b) Esseien X =R und Y =R und A={(x,x)| xOR} . Hier gehéren unendlich viele

geordnete Paare zur Abbildung A, die zweite graphische Darstellung ist nicht méglich. Die
Abbildung A lasst sich aber durch eine Gerade in der Ebene veranschaulichen:




Die Gleichung y = x beschreibt die zugehérige Zuordnungsvorschrift.

B. 7.

Im Beispiel BS. 12. Sieht man, dal es méglich ist, dass nicht allen Elementen der Menge X
bzw. nicht allen Elementen der Menge Y durch die Abbildung A Bilder bzw. Urbilder
zugeordnet werden. Um diejenigen Teilmengen der Mengen X bzw. Y besser
charakterisieren zu kdnnen, die mit der Abbildung A im Zusammenhang stehen, werden die
Begriffe Definitions- und Wertebereich eingefihrt:

D. 15. : (Definitionsbereich, Wertebereich):
Essei A XxY eine Abbildung. Die Menge

D(A) ={x0OX |y OY mit(x,y) I A

aller Elemente aus X, zu denen ein Bild y bei der Abbildung A existiert, heif3t

Definitionsbereich (bzw. Urbildbereich) der Abbildung A.
Die Menge

W (A):={y0Y | xOX mit (x,y) 0 A

aller Elemente aus XY, zu denen ein Urbild x bei der Abbildung A existiert, heil3t
Wertebereich (bzw. Bildbereich) der Abbildung A.

B.8.:
Es sind folgende Sprechweisen zur Charakterisierung einer Abbildung A O XxY (blich:

1. A isteine Abbildungvon X inY, falls D(A) = X ist.
2. Aisteine Abbildung aus X auf Y, falls W(A) =Y ist.
3. Aisteine Abbildung von X auf Y, falls D(A) = X und W(A) =Y ist.

BS. 13.:

1. Die Abbildung, die jedem Menschen seine KorpergréRRe zuordnet, ist eine Abbildung von
der Menge aller Menschen in die Menge der reellen Zahlen.

2. Die Abbildung, die jeder geraden natlrlichen Zahl ihren VVorganger zuordnet, ist eine
Abbildung aus der Menge der naturlichen Zahlen auf die Menge der ungeraden
naturlichen Zahlen.

D. 16. : (Umkehrabbildung):
Essei A XxY . Dann heif3t die Menge

A ={(y, %) [ (v, x) OYxX O(x,y) O A
Umkehrabbildung der Menge A.

E.1.:
Esgiltalso D(A™) =W (A) und D(A) =W (A™).

F.2.:
Esgilt (A" =A



D. 17. (Verkettete Abbildung)
Esseien X,Y,Z Mengen, A XxY und B OYxZ Abbildungen, und es gelte

W (A) O D(B).
Dann heif3t die Abbildung

Ao B :={(x,z) OXxZ |y OY mit (x,y) JAO(y,z) OB} .
verkettete Abbildung.

BS. 14.
Esseien X ={1,2,3, Y ={a,b,¢ und Z ={1,3 . Dann ergibt sich A-B:={(11),(31)} .

D. 18. (Eindeutige Abbildung)
Eine Abbildung A O XxY heilit eindeutig, falls fur beliebige x 0 X und y Y gilt :

((x,y)OAO(x,2)OA)O y=1z.

D. 19. (Eineindeutige bzw. umkehrbar eindeutige Abbildung)
Essei A XxY eine Abbildung. Die Abbildung A [0 XxY heif3t eineindeutig (bzw.

umkehrbar eindeutig), wenn die Abbildungen Aund A™beide eindeutig sind.

BS. 15.

1. Die Abbildung, die jedem Auto seine Autonummer zuordnet, ist eineindeutig.

2. Die Abbildung, die jedem Menschen seine Kinder zuordnet, ist weder eindeutig, noch ist

die Umkehrabbildung eindeutig.

Die Abbildung, die jeder Strecke ihre Lange zuordnet, ist eindeutig.

4. Man betrachte die Abbildung, die jedem Tag des Jahres die Menge aller Menschen
zuordnet, die an diesem Tag Geburtstag haben. Sie ist nicht eindeutig. Die
Umkehrabbildung dieser Abbildung ordnet jedem Menschen einen Geburtstag zu. Sie ist
eindeutig.

w

D. 20. : (Funktion)
Essei f [ XxY eine Abbildung. Die Abbildung f heil3t Funktion, falls sie eindeutig ist.

Man schreibt dannauch f : X - Y und f(x) =y, wobei y das (eindeutig bestimmte) Bild
des Urbildes x ist.

Falls die Menge X eine Menge der reellen Zahlen R* (bzw. von R") und Y ebenfalls eine
Teilmenge der Menge der reellen Zahlen ist, so spricht man von einer reellen Funktion von
einer (bzw. mehreren) Variablen.

D. 21. : (Graph einer Funktion)
Essei f:X — R' eine reelle Funktion . Dann heift die Menge

graph f := {(x, Y)OXXRY | f(x) = y}

Graph der Funktion f .



B.9.
Wird die Funktion f : X — R' als Abbildung aufgefasst, so ist diese Abbildung nichts weiter

als ihr Graph.
Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, um Funktionen anzugeben. Dazu gehdren:

° die Tabellenform. Hier werden die geordneten Paare (x,y) aufgezahlt;
° die Funktionsgleichung f(x) =y;

° die zusammenfassende Schreibweise fir mehrere Teilfunktionen mit Hilfe geschweifter
Klammern.

BS. 16.
Man betrachte die folgende Funktion

1 x<-1
fx)=fk -1<x<i

B, x>1

BS. 17.
1. Man betrachte die Funktion f : R* -~ R' mit y = f(x) =1+ x. Diese Funktion ist

eineindeutig, die Umkehrfunktion existiert, und es gilt x = f " (y) =y -1.

2. Man betrachte die Funktion f : R* — R' mit y = f(x) = x°.

Diese Funktion ist nicht eineindeutig, die Funktionsgleichung lasst sich nicht tiber dem
gesamten Definitionsbereich nach x auflosen. Zerlegt man aber den Definitionsbereich in
zwei Teile

D, ={xOR*|x=0} und D, ={xOR'|x<0 },
so sind die Funktionen
y=f(x)=x*,x0D, und y = f(x)=x* x0OD,

eineindeutig tber diesen Teilbereichen des Definitionsbereiches. Es gibt also eine
Umkehrfunktion f,™* so, dass x = f, (y) gilt fiir alle x 0D, und eine zweite

Umkehrfunktion x = f, ™ (y) furalle xOD,.
In diesem Beispiel ist

x=f7(y)=yy OxOD, und x=f,"(y)=—-y OxOD,.

D. 22. (Rechenoperationen fir Funktion)
Esseien f und g Funktionen mit den Definitionsbereichen D(f) bzw. D(g), die in die

Menge der reellen Zahlen abbilden, und es gelte D := D(f) n D(g) # 0. Dann gelte flr
beliebige Elemente xOD:

(f +9)(x):= () +g(x),
(f —9)(x) = f(x)-g(x),

10



(f.9)(x) = f(x).9(x),
(f:9)xX)=1(x):0(x), g(x)£0 OxOD.

B. 10.

Aus der Definition D. 17. der Verkettung von zwei Abbildungen I&sst sich ableiten, wie die
Hintereinanderausfiihrung bzw. Verkettung zweier Funktionen erklart ist. Es seien namlich
f und g Funktionen mit W (f) OO D(g). Dann ist nach Definition D. 17.

(fog)(x) =g(f(x)) OxOD(f).

BS. 18.
1. Die Funktionen f(x) =x? und g(x) = sin x sollen hintereinander ausgefiihrt werden. Es
ergibt sich die verkettete Funktion

(feg)(x) =g(f(x)=sinx*, xOR".
2. Esseien f(x) =3x+1 und g(x) = x*. Dann ergibt sich fiir die verkettete Funktion
(fo@)(x) =g(f (x) =(Bx+1)* =9x* +6x +1.

D. 22. (Relation)
Eine Abbildung R [0 AxA heilt auch zweistellige Relation in der Menge A. Man schreibt

statt (a,b)D R fiir Relationen auch a R b und sagt ,,a steht zu b in der Relation R “.

BS. 19.
Essei A={1 2 3.
a) Die Kleinrelation zwischen den Elementen von A wird beschrieben durch

R ={(12).(19).(23}
d.h. fir a,bJA bedeutet a R, b, dass a <bist.
b) Die Gleichheitsrelation zwischen den Elementen von A wird beschrieben durch
R, ={(1).(2.2). (33}
d.h. fur a,b0A bedeutet a R, b, dass a =bist.

B.11.

Hat die Menge A unendlich viele Elemente, so ist es i.a. nicht moglich, die Relation durch
Aufzahlung aller geordneten Paare anzugeben. Man interessiert sich dann fiir Eigenschaften
der Relationen:

D. 23. (Eigenschaften von Relationen)
Es sei A eine Menge und R [0 AXA eine Relation in A. Dann heilit R

- reflexiv, falls x R x furalle xOA,
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symmetrisch, falls x Ry O yRxfurallex,jg A,

- antisymmetrisch, falls fur alle x,yOAgilt [xRyO yRx[J =x v,

- transitiv, falls for alle x,y,zOAgilt [xRyD yRz[J xRz.

BS. 20.
Es sei A=N die Menge der natirlichen Zahlen.

a)

b)

c)

d)

Esgelte xRy < x<y.Diese Relation ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, denn

X< x, OXd N (reflexiv),
(x<y Oy< x)O = ¥} &y N (antisymmetrisch),
(x<y Oy 2)0 < @ x8Bz N (transitiv).

Esgelte xRy < x<y. Diese Relation ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch, aber
antisymmetrisch und transitiv. Es gilt:

(x<y Oy z)0 « Z x,@z N (transitiv).

Bei der Uberpriifung der Antisymmetrie nutze man die Wahrheitswerttabelle der
Implikation. Es gibt ndmlich keine zwei nattrlichen Zahlen x, y, fir die x<y und

y < x ist, d. h. die Voraussetzung der Implikation hat stets den Wahrheitswert falsch,
damit ist die gesamte Implikation wahr und somit ist die Relation < antisymmetrisch.

Es gelte x Ry genau dann, wenn x ein Teiler von y ist. Diese Relation ist reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv.

Es gelte x Ry genau dann, wenn x =y ist. Diese Relation ist reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv

D. 24. (Aquivalenzrelation)
Es sei R O AxAeine Relation in einer Menge A. Die Relation R heif3t Aquivalenzrelation, falls

sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

BS. 21.
In den folgenden Beispielen sind Aquivalenzrelationen angegeben. Der Leser iiberzeuge sich
davon, dass sie tatsachlich reflexiv, transitiv und symmetrisch sind:

a) Essei A die Menge der reellen Zahlen und furx,yOA gelte xRy < x=y.

b)

d)

Es sei A, die Menge aller Menschen, und es gelte x R, y genau dann, wenn Mensch x
und Mensch y gleichgroR sind.

Es sei A, die Menge aller Geraden in der Ebene, und es gelte x R, y genau dann, wenn
die Geraden x und y parallel sind.

Es sei A, die Menge aller Dreiecke in der Ebene, und es gelte x R, y genau dann, wenn
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die Dreiecke x und y &hnlich sind.

D. 25. (Aquivalenzrelation)
Es sei R [J AxA eine Aquivalenzrelation in einer Menge A und a0 A ein beliebiges Element

dieser Menge. Dann heil3t die Menge
A(a)={bOAlaR Y

Aquivalenzklasse von a.
Man kann also zu jedem Element a[J A die zugehorige Aquivalenzklasse bilden und erhalt

eine Zerlegung der Menge A in Klassen aquivalenter Elemente. Wahlt man ein beliebiges
Element einer Aquivalenzklasse, so heifit diese Element Repréasentant dieser
Aquivalenzklasse.

BS. 22.
Essei A={1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 89, 13 . Man betrachte die folgende Aquivalenzrelation:

X R ygenau dann, wenn x undy bei der Division durch 3 den gleichen Rest lassen. Die
Zahlen 3 und 6 stehen also in dieser Relation , denn sie lassen bei der Division durch 3 beide
den Rest 0, die Zahlen 3 und 4 stehen dagegen nicht in dieser Relation.

Man kann hier die folgenden Aquivalenzklassen bilden:

A(1)={1,4,7,13 (Menge aller Zahlen aus A, die bei der Division durch 3 den Rest 1
lassen).

A(2)={2,5,8 (Menge aller Zahlen aus A, die bei der Division durch 3 den Rest 2
lassen).

A(3)={3,6,94 (Menge aller durch 3 teilbaren Zahlen aus A).

Es gelten die Beziehungen:

AL)OA(2P A(3)=A
und

A(l)n A(2)=A()n A(3)=A(2)n A(3)=0,
d. h. die Mengen A(1), A(2), A(3) bilden eine Zerlegung der Ausgangsmenge A.

D. 26. (Schwache Ordnungsrelation)
Es sei R J AxA eine Relation in einer Menge A. Die Relation R heil3t schwache

Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

BS. 23.
1. Die Relation ,,<“ (in der Menge der reellen Zahlen), ,,nicht gréRer als* (in der Menge der

Menschen) und ,, Teilmenge von* (in der Menge der Kreisflachen in der Ebene) sind
schwache Ordnungsrelationen.
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2. Esseien A={a, b, ¢ und R={(a,a),(b.,b).(c.c).(ac} .
Diese Relation ist reflexiv, denn es gilt: (x,x)OR firallexd A
Sie ist antisymmetrisch, denn fir alle x,y 0 A: Wenn (x,y)OR und (y,x)J R, sox .

Sie ist transitiv, denn fiir alle x,y,zOA: Wenn (x,y)OR und (y,z0 R, so (x,Z) R
Folglich ist R eine schwache Relationin A.

D. 27. (Starke Ordnungsrelation)
Es sei R O AxA eine Relation in einer Menge A. Die Relation R heil3t starke

Ordnungsrelation, falls sie nicht reflexiv, nicht symmetrisch wohl aber transitiv ist.

BS. 24.
1. Die Relation ,,<* (in der Menge der reellen Zahlen), ,,leichter* (in der Menge der
Menschen) und ,,héher* (in der Menge der Berge) sind starke Ordnungsrelationen.

2.EsseiA={1,2,3,4 und R={(L 3),( 4).(2 4} .
Diese Relation ist nicht reflexiv (denn z. B. (1, 1)D R ) und nicht symmetrisch
(denn es ist zwar (1, 3)0R, aber (3, 1)OR).
Sie ist transitiv, denn es gibt keine Elemente x,y,zOA, so dass (x,y)OR und (y,z)J R.

Somit ist die bei der Transitivitat zu untersuchende Implikation wahr, weil die zugehérige
Voraussetzung den Wahrheitswert F hat.
Folglich ist diese Relation eine starke Ordnungsrelation.

B. 12.

Man kann mit Hilfe einer starken Ordnungsrelation die Elemente einer Menge der Reihe
nach ordnen. Bei einer schwachen Ordnungsrelation ist auch zugelassen, dass einige
Elemente der Menge &quivalent zueinander sind., diese sind dann gleichwertig und kénnen
untereinander nicht geordnet werden. Eine Aquivalenzrelation dagegen ermdglicht Giberhaupt
keine Ordnung der Elemente einer Menge, sondern liefert eine Zerlegung der Menge in
Klassen dquivalenter Elemente.

(Letzte Aktualisierung: 20.09.05)
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