Zur reziproken Optimierung des statischen volkswirschaftlichen
Verflechtungsmodells

Gegenstand des Beitrages ist die Anwendung derrieh@er reziproken Optimierung auf
einen Spezialfall des statischen volkswirtschdfdic Verflechtungsproblems mit
nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen.

Das Reprozitatstheorem wird entsprechend formuliedt bewiesen. Es wird ferner
begrundet, warum die Arbeitskréfte als ,knappe“d$desce modelliert werden kénnen.
Der Beitrag enthalt einen Vorschlag zur systemhtiationellen Gestaltung eines von
Dadajan [3] vorgeschlagenen ,lterationsprozessest Auffinden der optimalen Losungen
mittels der reziproken Aufgaben.

Es wird schliel3lich gezeigt, wie sich unter zuséltien Voraussetzungen die Losung der
reziproken Aufgabe auf die Losung eines nichtlieaaBleichungssystems reduziert.

Definition 1:
Die Probleme

max{z, =c’ (x- AK)X) [ xOX Q } (A)
und
min{z, = q(x) | xOX C)} (B)
mit
X(Q):=Xn{xOR]| q(x)<Q}

X(C):= >_<m{xD R"| cT(x—a(x)D<)2C}

X :={xD R'| x—A(X)x=y, yO Rf}

heiRen zueinandeez prok.

Hier sind:

c:=(¢)OR"; ¢ =0 fur mindestenstens eir 1, 2n,
x:=(x)OR;
x. . die Gesamtproduktion des Zweiges1, 2,...n,
A(X) = (8;(x;))
a; (x;) : der spezifische Materialaufwand des Zweige$i =1, 2,...n)
zur Herstellung der Produktio (j =1, 2,...n) des
Zweiggs
y:=(y)OR!
y, . die Endproduktion des Zweigeés-1, 2,...n,



C: eine untere Schranke der Funktiag,

g(x) : die zur Realisierung des Gesamtproduktionsvektdrsnotigte
Primarressource,

g > 0: die verfugbare Menge an Primérressource.

Dabei wird vorausgesetzt, dass die vorhandene Ressburce ,knapp* ist (vgl.
Definition2).

Alle Produktionsgro3en (Gesamtproduktion, Endpréidukusw.) sind Werteinheiten
gemessen.

Definition 2:
»Eine Primarressource wird atsapp charakterisiert, wenn eine Veranderung ihrer Menge
eine Anderung des optimalen Wertes der Zielfunkbiewirkt” [4].

Bemerkung 1
Der Begriff ,Knappheit der Ressource* ist auch stdréals der Begriff ,vollstandige

Ausnutzung®, da letztere nicht bedeutet, dass Ressourcenveranderung unbedingt die
optimale Losung verandert.

Bemerkung 2
In (A) wird ein spezielles statisches volkswirtsithehes Verflechtungsproblem mit

nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen [9] optmtj wobei die Materialaufwandsfunktion
jedes Zweiges nur abhéngig von dessen Gesamtprodukirausgesetzt wird.

Maximiert wird die nach den einzelnen Zweigen gegragEndproduktion der
Volkswirtschaft unter der Bedingung, dass

1) jeder Zweig eine vorgegebene Endprodukticimest;
2) die verfugbare Menge der einzig vorhanddRessource knapp ist.

(Wennin (A) alle Gewichte, i =1,2 ,...n, gleich Eins gewahlt werden, so handelt es sich
um die Maximierung des Nationaleinkommens).

In (B9 wird die zur Realisierung des Gesamtprodwuigvektorsx benoétigte Primarressource
minimiert und zwar unter der Bedingung, dass

1) jeder Zweig eine vorgegebene Endprodukticimest;
2) fur die nach den einzelnen Zweigen gewodsargproduktion der Volkswirtschaft ein
bestimmtes Mindestniveau angegeben wird.

Bemerkung 3
Es ist zweckmalfig, in (A) und (B) die Arbeitskral$ ,knappe“ Ressource zu wahlen. Daflr

konnen folgende Argumente angefihrt werden [10]:

(1) Die Arbeitskraftezahl ist standig absolugtenzt.

(2) Die Arbeitskraftezahl entwickelt sich relatinabhangig vom technisch-technologischen
Niveau der Produktion.

(3) Die Arbeitskrafte sind am universellstenPmoduktionssystem, auch in anderen
Spharen einsetzbar.



(4) Jede Einsparung an lebendiger Arbeit (areAsheit) fuhrt letztlich zu mehr Freizeit
und damit zur Erhéhung des ,Wohistandes*.

Satz 1(Das Reziprozitatstheorem)
Gegeben seien die Reziprokenaufgaben (A) und (B)dienMengen

X (Q)={xi12,(4) = maxz. ()

XX (Q)
und
X' (C) ::{x*B | Z, (XB) = maxz, (x)} :
Es gelte
q(x,)=Q, DX, 0X (Q)
und
c=2z, (xA) =
Dann gilt
X'(Q)=X (c)
Beweis:

Es sei vorbereitend bemerkt, dass

X,0X (Q) = X,O
= X0

X, O0X (C)

i

Jede LosungX, O X" (Q) gehort der MengeX™ (C)an. In der Tat, es ist

X, 0 X undz,(X})=c; daraus folgk, 0 X (C"). Wegen des Minimierungscharakters der
Losungenx; erhalt mam(x; ) < q(X, ) . Aus der letzten Ungleichung folgt, dass alle

Losungenxg O X (C* )ebenfalls der Meng« (Q) angehoren, denn es ist

q(x:) < a(x,) =Qundx; O X . Wegen des Maximierungscharakters der Losungen

X, gilt 7, (x,) < z,(x,) =C . Aus der ergebenden Ungleichurg(x; ) < C" und der
gegebenen Bedingung, (x; ) = C' der Aufgabe (B) folgtz, (x; ) = z,(x,) =C", womit
gezeigt ist, dass die Beschrankundx; ) = C"in der Aufgabe (B) als Gleichung erfiillt ist.
Letzteres bedeutet, dass jede Losupder MengeX™ (Q) angehért bzw., dass

X*(C") 0 x*(Q )gilt. Hieraus folgtq(x; ) = Q fur allex; O X" (C'), d.h,



min q(x)=Q.

xox(c’)
Da jede Losung), [ X" (Q) der MengeX (C")angehort undy(x") = Xg}%g)q(x) =Q gilt,

folgtx, OX™(C'). Somit giltx" (Q) O X" (C'), d.h. X" (Q)=X"(C')=X (C).
g.ed.

Bemerkung 4
Das Reziprozitatstheorem wurde fir einen Speziafatmals von A. K. Lurje [5] und

allgemein von A. G. Aganbegjan und Bagrinovskij pEwiesen. In unserem Fall erfolgte der
Beweis in Bezug auf die oben formulierten Aufgab&hund (B).

Bemerkung 5
Im Folgenden wird das Reziprozitatstheorem fir ldearen Fall an einem Beispiel fur zwei

Zweige veranschaulicht und graphisch illustriert.

Sei
0.20 0.4 .
A= , =( 240 8%,
(0.55 0.13 y = 2
q(x):=0.2x, + 0.4, , Q= 400, ¢ =( 1)L
Dann gilt:

z,=0.25 + 0.%, o max

z, =0.20x, + 0.40(2@7(@ min

X ={xOR?|0.8¢ - 0.4, > 240, - 0.5+ 09z §,
X(Q)={xOR’|0.8¢ — 0.4, > 240,- 0.56+ 08> 85 2 Q& 4
X(C)={xOR’|0.8, - 0.4, > 240,- 0.56+ 08> 85 025 a5 3}

z, =500=c
X'(Q =X (C)={X IX =ak +(1-a), a0[0, j}
x,:=(815.0 592.5 , x, =( 640.0 68Q.C

Bemerkung 6
Durch Satz 1 ist diprinzipielle Moglichkeit gegeben, durch die Losung einer deddre

reziproken Aufgaben (A) und (B) eine optimale L&gdiir beide Aufgaben zu gewinnen
(falls eine solche existiert) und dabei eventuetherische Vorteile zu erzielen. Damit liegt
eine gewisse Analogie zur Dualitat vor. Es sei gdibemerkt, dass die praktische
Uberpriifung der im Reziprozitatstheorem erfordasit Bedingungeim Allgemeinen mit
grof3en Problemen verbunden sein dirfte. Es wircalem recht schwierig sein, eine
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genauere untere Schranke fur die Funktiprorzugeben. Ferner muss nachgewiesen werden,

dass die Ressourcenrestriktion &lle Optimallésungen als Gleichung erfillt sein wirdasv
in der Regel schwer durchfihrbar ist.

Bemerkung 7
Angesichts der in Bemerkung 6 angedeuteten Problgndan [3] auf einen

Llterationsprozess” zum Auffinden der optimalen utg mittels der reziproken Aufgaben
verwiesen. Hier soll nur kurz der Grundgedanke etigdgeben werden:

Angenommen, es werden die reziproken Aufgaben (&) (8) der volkswirtschaftlichen
Optimierung formuliert. Fur Aufgabe (B) konnte éielfunktionswertvorgegeben werden,
der aber mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht genamn &ertC* entspricht. Nun wird die
Aufgabe (B) geldst. Die ermittelte Losung gibt gledeitig den fur das gegebebeninimalen
Aufwand der knappen Ressource (Arbeitskréafte) agtldieser Aufwand tGber dem aus
Aufgabe (A) bekannten verfugbaren Vo@gtwurde das mindestens zu erreichende Niveau
C zu hoch angesetzt. Die Berechnung ist mit einenmgeren WertC zu wiederholen.

Liegt der notwendige Ressourcenaufwand unter demae¥Q, kann fur die erneute
Berechnung der Aufgabe (B) ein hoherer \@aaihgesetzt werden. Das geschieht so lange,

bis fur ein gewéahltes Nivedlr in Aufgabe (B) eine Losung, gefunden wurde, die einen

ZielfunktionswerQ ergibt, der dann genau dem Wert der betrachtetepgen Ressource

entspricht. Die Ressourcenrestriktion in AufgabgiAdamit als Gleichung erfillt. Die
Losungen von (A) und (B) stimmen nun laut Rezip@stheorem tberein.

Bemerkung 8
Der in Bemerkung 7 beschriebene ,Iterationsproz&sst sich unter Umstanden

systematischer und damit rationeller gestaltergim@ J[0, C]als Parameter gewahlt wird..

Dann wird ein parameterabhangiges, i.a. nichtliee@ptimierungsproblem zu Iésen sein,
dass naturlich mit numerischen Problemen verbusdenkann ([2], [6], [7]).

Bemerkung 9
Der nachfolgende Satz reduziert bei Vorhandensagsétzlicher Voraussetzungen die Lésung

der reziproken Aufgabe (A) und (B) auf die Ermitituder eindeutigen Losung eines i. a.
nichtlinearen Gleichungssystems des Verflechtumgsty
Satz 2

Gegeben sei folgender Spezialfall eines statisebétswirtschaftlichen Verflechtungs-
problems mit nichtlinearen Aufwandsfunktionen

x=>a(x)x+y , i=12..n (©)
j=1

bzw. in Matrizenschreibweise
x=AX)x+y. (CH

Es moégen folgend@oraussetzungen gelten:



V1(1): Die Funktion(E — A(x))x =: f(x) ist fir alle x O R stetig;

V1(2): Das Problem (C') ist eindeutig globasii@r (d.h.: fur jedes beliebige, nach
Wahl aber fixiertey I R existiert eirx O R derart, dass (C') erfillt ist;

V1(3): Seix:=(E - A(x))"ydie Loésung von (C*). Dann sind die Elemente der
Matrix(E — A(x)) " stetig fur allexOR”;

V1(4): (xX'-AXH)x =2 x*-Ax)x? Ox'x’OR' = x'=2x3
V2: Die Funktionerf(E — A(x))x), = f,(x), i =1,2,...n sind fur

allexO R konvex;

V3(1): ) ax)=20 g} OxOR';

i) g(x) ist steti *
V3(2): <x1 > x%xt# x2> = q(x)>q(x?);
V3(3): q(ax'+(@1-a)x*)zaq(x)+(1-a)(x?), DaO]o, { ,Ox* x*OR!

V3(4): Dk =const.>0 [k, = const.> 0: q &)z k, furd KOR'O [k #k, )
Ferner seien die in Definition 1definierten rezken Aufgaben (A) und (B) gegeben.
Dann gilt:

(9((E-AX)"y=Q) = X(Q)=X(C)

={(E-AX) Y}
=X*(Q =X*(Q.

Beweis:
Der Beweis folgt aus den Satzen 1 — 4 in [8].

Bemerkung 10
Satz 2 bedeutet:
Wenn unter anderem vorausgesetzt wird, dass

(1) die Endproduktionen aller Zweige bezlglich der Gepaoduktion stetig, monoton
wachsend und konvex sind,;

(2) das der Optimierungsaufgabe (B) zugrunde liegetatisshe volkswirtschaftliche
Verflechtungsmodell mit nichtlinearen Materialaufwdafunktionen (C‘) eindeutig
global I6sbar und die Elemente der entsprechendesrden beziglich der
Gesamtproduktion stetige Funktionen sind,;
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(3) die Primarressourcenfunktion nur nichtnegative Wartnimmt und streng monoton
wachsen und konvex ist;
dann gilt:

Wenn bei der Realisierung der Losungen von (C*)Rtiemarressourcenmenge voll
ausgeschopft wird, dann haben die Optimierungsprél(A) und (B) genau eine zulassige
Ldsung, die gleichzeitig die Optimalldsungen dieReybleme darstellt.

Bemerkung 11

Weitere interessante Aspekte aus der Betrachtugro&er Optimierungsaufgaben ergeben
sich aus der Untersuchung der zugehorigen dualasidPne. Darauf wird in einem spateren
Beitrag eingegangen.
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