Ein kurzer Uberblick tiber die Theorie
der statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodelle mit
nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen

Gegenstand unserer Untersuchung ist das statische volkswirtschaftliche Verflechtungsmodell
mit nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen:

1) X, =b,(x)+vy;,, i=12,.,n,

bzw.

) x=b(x)+y.

Hier sind:
X; : die Gesamtproduktion des Zweiges i, i =1, 2,...,n
(x;)=:xOR",
Y, : die Endverwendung des Zweiges i, i =1,2,...,n
(v,)=yOR!,
b, (x): die Materialaufwandsfunktion des Zweiges i, i =1,2,...,n

(b, ()= b())OR! .

Es ist aus 6konomischer Sicht nutzlich, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen im
Problem (2) eine geforderte Endverwendung realisierbar ist. ES wére natirlich auch
vorteilhafter, wenn die geforderte Endverwendung auf verschiedenen Wegen realisiert werden
konnte, was beim ,klassischen Leontief-Modell* nicht méglich ist und zwangslaufig als
Nachteil dieses Modells sein kann. Diese und dhnliche Fragen machen es notwendig,
Losbarkeitsbegriffe einzufihren und (mathematische) Existenz-., Ein- und
Mehrdeutigkeitsaussagen herzuleiten.

Wir wollen daher zunéchst feststellen, was wir unter der Losbarkeit des Modells (2)
verstehen:

Definition 1:
Das Problem (2) heil3t global (bzw. stark) losbar, wenn fir jedes beliebige, nach Wahl aber
fixiertey OR! ein x OR] existiert, derart dass (2) erfullt ist.

Definition 2:
Das Problem (2) heif3t lokal (bzw. schwach) l6sbar, wenn fiir ein y OR! ein x O R existiert,
derart dass (2) erflllt ist.



Mit dieser Begriffsbildung werden einige bekannte Aquivalenzaussagen des statischen
volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodells mit homogen-linearen Materialaufwands-
funktionen (vgl. hierzu z. B. [17]) verallgemeinert.

Die eingefiihrten Losbarkeitsbegriffe (globale und lokale Losbarkeit) sind offensichtlich im
Falle des ,,klassischen Leontief-Modells ,, identisch.

Obwohl in diesem Beitrag keine Verfahren zur numerischen Losung von statischen
volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodellen mit nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen
behandelt werden (vgl. hierzu z.B. [24]), soll hier lediglich ein Verfahren erwahnt werden. Es
handelt sich um eine Variante der sukzessiven Approximation (VSA), das selbst eine
Verallgemeinerung des Verfahrens von Gaul3-Seidel zur Lésung linearer Gleichungssysteme
darstellt. Die einzelnen Varianten unterscheiden sich in der Wahl der Anfangslétung.

Bei der Variante, die hier zur Diskussion steht (VSA-1), wird ausgehend vom
Endverwendungsvektor als Anfangsldsung die erforderliche Gesamtproduktion iterativ mit
beliebiger Genauigkeit nach folgender Vorschrift ermittelt:

) x© =y
(VSA-1)

i) x® =px*Y)+y, kON.

Die Diskussion des Verfahrens (VSA-1) erfolgt in diesem Beitrag priméar aus der Sicht der
Losbarkeit des Problems (2) und nur sekundér hinsichtlich seiner numerischen Eigenschaften.

Es stellt sich namlich heraus (vgl. Satz 1), dass das Verfahren (VSA-1) — unter
Berucksichtigung gewisser schwacher Bedingungen — genau dann konvergiert, wenn das
Problem (2) im Sinne der Definition 1 l6sbar ist.

Eine dieser Bedingungen, ndmlich die nachfolgende
(B.7) b(x*)=b(x'), DOx*x'OR]: x*=x'=0,

fordert, dass die Materialaufwandsfunktion b(x) isoton ist.
(Fur weiter Bedingungen siehe den Anhang!)

Die Isotoniebedingung (B. 7.) garantiert, dass eine nach (VSA-1) konstruierte Folge monoton
wéchst. (vgl. [29]). Sie bedeutet 6konomisch, dass mit nichtfallender Gesamtproduktion
keine der erforderlichen Aufwendungen absolut abnimmt. Sind in (2) die
Materialaufwandsfunktionen isoton und stetig, dann lasst sich folgende Aquivalenzaussage
beweisen:

Das Verfahren (VSA-1) ist genau dann konvergent, wenn das Problem (2) global I6sbar ist.
Dabei konvergiert die nach (VSA-1) konstruierte Folge gegen eine Losung dieses Problems.

Die obige Aussage wurde zuerst von Lahiri [12] fur einen Spezialfall bewiesen. Wir nehmen
im folgenden Satz eine Verallgemeinerung seiner Ergebnisse vor:



Satz 1:
Gegeben sei das Problem (2) mit (B. 7.). Es gelte ferner die Bedingung

i ©Y = hltim x®
(B8) kIlﬁrpmb(x ) = b(“rkrl)fm )
Dann gilt:

<{x(k’}, kONg: (VSA -1) konvergier t)

<(2) ist global Iésbar und x™ := lim x® ist eine Lésung von (2)>

- +oo

Beweis:
@)

Sei x" = lim x®. Dann gilt:

k - +0

(3) X0 x0) = h(x®) 4y — x©
=b(x®) +y = x® +h(x9) —b(x®)
=y - f(x")
mit x® —b(x®):= f(x®).
Da die Folge {x(k’}, k ON, konvergiert, folgt:
klirpw(x(k+l’ -x®)=0.
Hieraus ergibt sich:
0= k“mo(x(kﬂ) — x(0)
= lim (y - £(x%))
=y lim f (x™))
=y = Jim (<* = b(x*))
=y = (" - Jim b(x™)

=y = (x" ~b(Jim x"))

¢ ()

¢+ (B.8))



=y-(x" =b(x))
=y-f(x").

©)

Sei x" eine Losung von (2):

(4) X =b(y)+y.

Dann gilt:
5) X" >y
und
x® =b(y)+y
<b(x")+y
=x".

Es gelte die Induktionsannahme:

(6) x® < x".
Dann erhéalt man:
x (KD = b(X(k)) +y
<b(x)+y

(1) =X

¢+ (VSA -1))

¢ (), (B.7))

¢+ (VSA -1))

(- (6), (B. 7))

(- (4)

Damit ist die Folge{x‘k’}, k 0N, beschrénkt und monoton (.- (B. 7.)) ; sie ist also

konvergent. Der Grenzwert 16st nach der Konstruktion das Problem (2).

g. e.d.

Eine fast triviale Folgerung des Satzes 1 besteht darin, dass das Verfahren (VSA-1) die
»beste* Losung des Problems (2) in dem Sinne liefert, dass die gegebene Endverwendung mit

der geringsten Gesamtproduktion realisiert wird.

Die ,,Minimaleigenschaft* des Verfahrens (VSA-1) soll zunéchst an einem kleinen Beispiel

illustriert werden:
Sei



X 1

% =0 5 =12
far x; >=
3 3

=T

w|

Sowohl x*:= E EH als auch x? := Bl EH I6sen dieses Problem. Eine Anwendung des
B 30 b6 60

Verfahrens (VSA-1) wiirde jedoch stets zur Lésung x°.
Der nachfolgende Satz beweist diese Eigenschaft allgemein:

Satz 2:
Gegeben sei das Problem (2). Es gelten die Bedingungen (B. 7.) und (B. 8.). Dann gilt:

<(2) hat eine mehrdeutig e Lésung fiir ein festes y O Rf>

<Iim x® = x" < >_<>
k - 4+

X: eine beliebige Losung des Problems (2) fir dieses feste y O R .
Beweis:
Es gilt
X=b(x)+y
(8) zy. (- b(x)ORY)

Wir zeigen nun, dass x eine obere Schranke der nach (VSA-1) definierte Folge ist:
Es gilt

X =b(0 +y

<b(x)+y (- (8),(B.7))

=X.

Es gelte die Induktionsannahme:



@  x®<x.

Dann qilt:

(10)  x®P =p(x")+y (- (9),(B.7.))
<b(x) +y
=X.

Es gilt ferner:

kIim x®) < kIim X, (- (10))
d. h.
X" < x

g. e. d.

Einen anderen Zugang zur Theorie der ,,Minimaleigenschaft* eines statischen
volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodells mit nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen
findet man in [2].

Hierzu werden einige Ergebnisse der Theorie der M-Funktionen und Z-Funktionen [32 ]
sowie die der indifferenten Optimierung ([33], [34]) verwendet. Wahrend die Aussage des
Satzes 2 verfahrensgebunden ist, sind die Ergebnisse von Bod methodeneunabhangig.
Andererseits sind die von Bod geforderten Bedingungen weitaus einschréankender als die des
Satzes 2.

Das Verfahren der sukzessiven Approximation kann auch mit x® := 0 (VSA-2) bzw.

x©@ :=x*OR" (VSA-3) gestartet werden. Fiir den Nachweis der Konvergenz ben6tigt man

allerdings die zuséatzliche Voraussetzung:
Oein x*ORY: f(x") =y,
f(x")=x"=b(x").

Es muss also eine Gesamtproduktion existieren, die mindestens die geforderte VVoraussetzung
realisiert.

Wihrend (VSA-2) die Minimaleigenschaft beibehalt, besitzt (VSA-3) eine
»Maximaleigenschaft“. Es liefert also im Falle der Mehrdeutigkeit einen Lsung des
Problems (2), die (komponentenweise) nicht kleiner ist als jede Lésung dieses Problems.

Es lassen sich nun zahlreiche Bedingungen formulieren, unter denen das Problem (2) (ein-
oder mehrdeutig) l6sbar ist. Diese Bedingungen sind vor allem an die
Materialaufwandsfunktion b: R} - R zu stellen. (vgl. Anhang 1 fir eine

Zusammenfassung dieser Bedingungen).



Im Anhang 2 sind die wichtigsten Existenz-, Ein- und Mehrdeutigkeitssaussagen fir das
Problem (2) zusammengestellt worden.

Hier werden die meisten von ihnen in weitgehend verbaler Form angefihrt (vgl. [29] fur die
entsprechende mathematische Formulierung bzw. Beweisfiihrung):

(Al): Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.).
Wenn das Problem fir einen bestimmten Endverwendungsvektor lésbar ist, dann ist es
auch fur jeden (komponentenweise) kleineren Endverwendungsvektor lésbar.

(A2): Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.)) und unter folgender VVoraussetzung:
Erhoht man die Gesamtproduktion, so erhoht sich der damit verbundene
Materialaufwand héchstens genau so schnell (B. 9.).
Wenn das Problem fir einen (streng) positiven Endverwendungsvektor I6sbar ist, dann
ist es global I6sbar.

(A3): Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.)) und unter folgender Voraussetzung:
Erhoht man die Gesamtproduktion, so erhéht sich der damit verbundene
Materialaufwand héchstens genau so schnell (B. 9.).
Wenn das Problem fur einen (streng) positiven Endverwendungsvektor Iésbar ist, dann
ist diese LOsung eindeutig.

(A4): Gegeben sei das Problem (2) unter der Kontraktionsbedingung (B. 10.).
(Fur einige Normen ist die 6konomische Interpretation von (B. 10.) offensichtlich:
Fur die Zeilensummennorm bedeutet (B. 10. ), dass fur alle Gesamtproduktionswerte
der Zuwachs des Materialaufwands geringer ist als der Zuwachs des
Gesamtproduktionszuwachses.
Fur die Spaltensummennorm fordert (B. 10.), dass fur alle Gesamtproduktionswerte
der Zuwachs des gesamtgesellschaftlichen Materialaufwands nicht groi3er ist als der
Zuwachs des gesellschaftlichen Gesamtproduktes).
Dann ist das Problem eindeutig losbar.

(A5): Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.).
Es moge ferner die Bedingung (B. 4.) gelten. Ferner sei der groRte Eigenwert der
Matrix der kleinsten oberen Schranken der Materialaufwandskoeffizienten kleiner als
Eins (B. 11.).
Dann ist das Problem global l6sbar.

(AB): Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.)) und unter folgender Voraussetzung:
Es moge ferner die Bedingung (B. 4.) gelten. Weiter moge der gréi3te Eigenwert der
Kleinsten oberen Schranken der Materialaufwandskoeffizienten kleiner als Eins ein. Es
sei weiter vorausgesetzt, dass bei nichtabnehmender Gesamtproduktion die
Koeffizienten des direkten Materialaufwands nicht abnehmen (B. 12.).
Dann ist das Problem eindeutig global I6sbar.



A(7):

A(8):

A(9):

A(10):

A(11):

Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.)) und unter folgender VVoraussetzung:

Es moge ferner die Bedingung (B. 4.) gelten. Es sei vorausgesetzt, dass bei
nichtabnehmender Gesamtproduktion die Gesamtlieferung der einzelnen Zweige zur
Herstellung einer Produktionseinheit sich nicht erhdht und kleiner als eine Einheit ist.
(Es handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung der Bauer-Solow-Bedingung [17]).
Dann ist das Problem eindeutig l6sbar.

Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.)) und unter folgender Voraussetzung:

Es mdge ferner die Bedingung (B. 4.) gelten. Es sei ferner folgendes vorausgesetzt:
Mit nichtabnehmender Gesamtproduktion erhéht sich die Gesamtlieferung der
einzelnen Zweige zur Herstellung einer Produktionseinheit nicht. Sie ist kleiner als
eine Einheit fur die Gesamtproduktionsvektoren, die einen (streng) positiven
Endverwendungsvektor realisieren (B. 14.).

(Es handelt sich hierbei um eine schwéchere Version der Bedingung (B. 13.))

Dann ist das Problem eindeutig global lI6sbar.

Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen und stetigen Materialaufwandsfunktionen
((B.7.), (B. 8.)) und unter folgender Voraussetzung:

Es mdge ferner die Bedingung (B. 4.) gelten. Es sei ferner folgendes vorausgesetzt:
Mit nichtabnehmender Gesamtproduktion erhéht sich die Gesamtlieferung der
einzelnen Zweige zur Herstellung einer Produktionseinheit nicht. Sie ist kleiner als
eine Einheit fur die Gesamtproduktionsvektoren, die einen (streng) positiven
Endverwendungsvektor realisieren (B. 14.).

Wenn das Problem fur eine (streng) positiven Endverwendungsvektor l6sbar ist, dann
ist es global I6sbar.

Gegeben sei das Problem (2) unter der Bedingung (B. 3.). Die
Materialaufwandsfunktionen mdgen stetig differenzierbar sein und deren Ableitungen
im Nullpunkt ihren hochsten Wert annehmen (B. 17.). Es moge ferner kein
Materialaufwand entstehen, wenn nichts produziert wird.

Dann ist das Problem eindeutig global I6sbar.

Gegeben sei das Problem (2) mit isotonen, stetig differenzierbaren und konkaven
Materialaufwandsfunktionen ((B. 7.), (B. 15.), (B. 18.)). Es mdge keine
Materialaufwand entstehen, wenn nichts produziert wird (B. 16.). Es gebe ferner eine
Gesamtproduktion, die dem entsprechenden Materialaufwand unterproportional ist
(B. 19.).

Dann ist das Problem global l6sbar.



Anhang 1

Die an die Materialaufwandsfunktion
b: R! - R}
gestellten Bedingungen

Bedingung Inhalt
b, (x) = 3 b, (X), i=1,2,.n
j=1
(B.1) |b: R! - R, i=12,.,n
b.: R! - RE, i,j=12,.n

ij

b (x):= 3 b, (x,X,), i=12..,n
J=1

(B.2)
(B.3) b, (x) = ,-Zlb” (%), i=12,..,n
by : Ri - Ri, ibj=12,..,n
b; = a; (X) X, i,j=12,.,n
0B, (X, X,)
(B.4) EJT falls x; >0
a; = -
j Ojim By (Xp s X g0 X X g e X)) falls x. =0
l _ j
oo - X
(B.5) b; = a; X, ibj=12,.,n
(B.6.) by =a; X, +a;, i,j=12..n
(B.7) | b(x?)=Db(x"), Ox*,x'*OR}: x*=2x'=20
(B.8.) lim b(x™)) =b(lim x )
(B.9) [ b(Ax) < Ab(x), 0A >1;, OxOR;

(B.10.) | ein A O[O, [:Hb(xz) —b(xl)H <A Eux2 - xlu, Ox*, x2 OR!

A(A) <1, A(A):groRter Eigenwert von A,

(B.11)) A= (é.ij) i,j=L12,.,n,
a; ‘= sup a;, i,j=12..,n
xOR}
(B.12.) | A(x?) < A(XY), Ox,2x,20

(B.13) |1" A(x?)<1" CA(xY), Ox, =2x, 20,

1" [A(x?) <17 TA(xY),  Ox, =x, =0,
(B-14) 11" max) <1", Ox: x > A(X) (X

(B.15.) |[b(x)ist fiir alle x O R! stetig differnzie rbar




Anhang 1

Die an die Materialaufwandsfunktion

b: R! - R}
gestellten Bedingungen
(Fortsetzung)
Bedingung Inhalt
(B.16.) [b(0)=0
db db
—(0)=—(x)=0, OxOR!
(B.17.) dx( ) dx( )
(B.18.) | b(x)ist fur alle x O R konkav.
(B.19.) [O(einx° >00ein ATI[O, [): b(x°) < A x°
(B.20.) |b'(x)ist fir kein x > 0 zerlegbar.
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Anhang 2

Eine Zusammenfassung der wichtigsten Existenz-
Ein- und Mehrdeutigkeitsausagen

Bedingungen Aussagen
(B.7.),(B.8.) (2) ist global 16shar
(8.7).(B.8) (2) ist l16sbar fur ein y OR!

U
(2) ist 16sbar fiir alle y O g) yg
(B.7).(B.8),(B-9) 2y ist I6shar fiir ein y =y >0
U
(2) ist l6sbar fur alley OR?
(B.7.).(B.8),(B.9) (2) ist l6sbar fiir ein y = y >0
0
(2) ist eindeutig loshar fir alley = y >0
(B. 10.) (2) ist eindeutig global l6sbar
(B.4.),(B.7.),(B.8.), [(2)istglobal Iosbar
(B.11))
(B. 4., (B.7.), (B.8), (2) ist eindeutig global I6sbar
(B.11), (B. 12)
(B.4.),(B.7.),(B.8.), [(2)isteindeutig global lésbar
(B. 13.)
(B. 4., (B.7.),(B..8.), [(2)isteindeutig global lésbar
((B.14.)
(B.4), (B.7) (B.8.), 2) ist Iosbar fur ein y = y >0
(B. 14.) o
(2) ist losbar fur alley OR?
(B. 3.), (B. 15.), (B.16.), [(2) ist eindeutig global l6sbar
(B.17.)
(B. 7)), (B.15.), (B. 16.), [ (2) ist global I6sbar
(B. 19.)
(B. 7)), (B.15.), (B. 16.), [ (2) ist global I6sbar
(B. 18.), (B. 19.)
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