Die Optimierung statischer volkswirtschaftlicher
Verflechtungsmodelle mit nichtlinearen Material-
und Ressourcenaufwandsfunktionen

Definition 1
Mit (1) moge folgender Spezialfall eines statischen volkswirtschaftlichen Problems mit
nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen bezeichnet sein:

(1) X = n bi'(x')+yi
JZI A\
:Zaij(xj)D(j+yi, i=1 2,..,n.
J=1

Hier sind:

X; - die Gesamtproduktion des Zweiges i =1, 2,...,n,

Y; - der Endverbrauch des Zweiges i =1, 2,...,n,

b; (X;) - der Materialaufwand des Zweiges i zur Herstellung der

Gesamtproduktion X; des Zweiges j i,j=1, 2,...,n,

a; (x;) - der spezifische Materialaufwand des Zweiges i zur Herstellung der
Gesamtproduktion X; des Zweiges j i,j=1, 2,...,n.

Die Funktionena; (x;), i, j =1, 2,...,n, mogen stetig differenzierbar sein. Es gelte

fernera; (x;) =0, i,j=1 2,..,n.

Mit
(x)=x0OR],
(vi)=yOR?,
(aii)::A

lasst sich (1) in folgender Gestalt darstellen:
(1) x=A(x)x+y.

Definition 2
Als Problem (2) sei folgende Optimierungsaufgabe bezeichnet:

2) max{z=cT (x = A(x) Dk)|XD|\/|}

M ::{XDRHx— A2 y, y RY, b(® b, b o}

Hier sind:



c:=(c,)OR"; ¢z 0 fiir mindestens ein = 1, 2,...,n,

b(x) - die zur Herstellung des Gesamtproduktionsvektors x benétigte
Primérressource,
b>0 - die verfligbare Menge an der Priméarressource.

Bemerkung 1
Die Primérressourcenfunktion b(x) hat oft die Form:

()  b(x)= ri Bj(xj).

Bemerkung 2
Im Weiteren mogen folgende Voraussetzungen gelten:

V1(1) - Die Funktion (E - A(x))x = f (x) ist fir alle xOR! stetig;

V1(2) - Das Problem (1) ist eindeutig global 16sbar
(d.h.: Fir jedes beliebige, nach Wahl aber fixierte y OR! existiert ein xR}

derart, dass (1°) erfllt ist);
V1(3) - Sei
X = (E - A(x))_1 y

die Losung von (1°).
Dann sind die Elemente der Matrix (E — A(x)) " stetig fir allex DR ;

V1(4)
<(x1—A(x1)D<1)2(x2—A(xz)ﬂz),Dxl,xzD RE>D > x?;

V2 - Die Funktionen ((E - A(x))X) =: f,(x), i=1, 2,..,n,sind furalle xOR]
konvex;
- [

V3(1) ) b~(x)20 Hox R';
i) b(x) ist stetig H

V3(2) <x1 >x% X # x2> O b(x% b(x?);

V3(3) b(AX: +(1-A)x2) 2A b(x") +(@1-A)b(x?), AD 0, 10 ¥ & RI;



V3(4) Ok= const> OO ks const 0: b(x} k, fifl @ R #x|| g

Satz 1
Gegeben sei das Problem (2). Dann gilt:

b(E-A(X) ) <b = M #0.
Beweis:

( 0O):

Diese Implikation ist offensichtlich.

( O
Seli

(4) b(E - A(X))™ [y) >b.
Dann folgt aus xOR! und(E-A(x))x=y:
x2(E-A))' T,
b(x) 2 b((E - A(X))™ )

>Db.

O

(- V3(2))

Dies widerspricht aber der Bedingung B(X) < b . Daher ist die Annahme falsch, und es gilt die

Behauptung.

Satz 2
Gegeben sei das Problem (2). Dann gilt:

b(E-A(X)) ) <b <« M ist kompakt.

Beweis:
Die Beschréanktheit von M folgt aus:

(5) b(x) — +eo fir [ x[|— +oo

Sei
{i(u)}, vOND {0},

(- V3(4)))



~(v) -
eine Folgein M mit lim x =x in R}.

U - +o0

Offensichtlich gilt dann x 0 R!". Wird mindestens eine der Bedingungen
(E-A() X2y,
b(x)<b

verletzt, so stellt dies einen Widerspruch zu V1(1) und V3(1) i dar.
Damit ist M abgeschlossen.

Satz 3
Gegeben sei das Problem (2). Dann gilt:

<6E@(E—A(x))-l ty)s6> 0 réz]‘ M: " ((E A(x*gj)) X" sup ¢’ ({E A(x)*x))>.

xOM

Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 1 und Satz 2

Satz 4
Gegeben sei das Problem (2). Dann gilt:

<6((E—A(x))’1cy)=6> 0 <M: {( A(x))’}>.

Beweis:
<6((E -A(x))” B/) =b, X DM> 0 éx (e AT y>.
Ist nun x # (E - A(x))_1 [y *, dann folgt aus V3(2)

l;(x) > E)((E - A(x))_l)
=b,

was zum Widerspruch fihrt.

(Fortsetzung folgt).
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