Verfahren zur Losung von statischen volkswirtschafhen
Verflechtungsmodellen
mit nichtlinearen Materialaufwandsfunktionen

Bemerkung 1
Der vorliegende Beitrag befasst sich mit einer Eéagon Verfahren zur Losung des

statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungspesb$ mit nicht linearen
Materialaufwandsfunktionen:

(P) x=b(xX)+y, 1=12,..n
bzw.
(P9 X=b(x) +y.
Hier sind:
X die Gesamtproduktion des Zweigesl, 2,...n,
(%) =x0OR,
Y, der Endverbrauch des Zweigesl,2,...n,
(y)=yOR.,
b(x): die Materialaufwandsfunktion des Zweigesl, 2,...1,

(B (%)) = (b(x)) OR.
In [2] wurde das Verfahren der sukzessiven Appratiom —| (VSA-1)

i x@:=y,
i.  xV:=b(x*™M+x, vON,

zur L6sung des Problems (P) vorgeschlagen und m@gashktigsten Eigenschaften im
Zusammenhang mit der Losbarkeit des genanntendinshlintersucht.

Im vorliegenden Beitrag werden einige weitere Esgpiraften dieses Verfahrens aus
numerischer Sicht und insbesondere in Verbindung mit identraktionsbedingung erortert.
Eine Abbildung

f:DOR" - R
hei3t dabekontrahierend aufD, U D, wenn
DeinAD[0, 1:|f &)~ f & J<Adx"~x7 ,Ox* x°0D,

Die ZahlA 0 R' hei3t danrKontraktionskonstante.



Satz 1:
Gegeben sei die auf der abgeschlossenen Teilni®riged kontrahierende Abbildung

g:DOR" - R".
Es gelte ferner:
g(D,) U D,.
Dann hag einen eindeutig bestimmten Fixpunkt1D,. Die Folge
(1) xW:=g(x"™), vON,
konvergiert fir jedes® (1D, gegernx*.
Bewels:

Existenz
Wegeng(D,) U D,ist die Folge (1) wohldefiniert und bleibt . Es gilt

Hx(vﬂ) —x»

=[o(x")-g(x“ )

<A Eux‘”) - x‘“’”” .

Damit folgt fary > 1:

Hx(vﬂ) —x®

v
< z”x(vw) _ X(V+/1—1)H
=1

<A+ A DX =X

S 1 HX(V-HL) —_ X(V)
-A
v
S
1-4

{x“}, vON ist also eine Cauchy-Folge und hat daher wege/kigeschlossenheit v,
einen Grenzwent* inD,,.
Es bleibt zu zeigen, das$ Fixpunkt vongist. Das folgt aber aus:

0 x*-g(x9|
% -a00)
™) = o0%) |

el

< [x* -x®

- HX* —x®)

< [x*-x®

weil die rechte Seite fir » 0 gegen Null strebt.
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Eindeutigkeit
Ist

g(x") = x4 g(x?) = x* mit x* # x?,
so folgt:

% = x| =[x - 9(x)
<A [I]Jx1 - x2H
<[x=x7.

Dies ist aber ein Widerspruch. Es folgt abso= x°.

Satz 2:
Gegeben sei

b:DOR" - R",
K0:={X|XDR”,

und b aufK kontrahierend mid <1.
Ferner sei

und

K,={ylyOR",

y-f (<)< @-4 )55} .

Dann gibt es fur allg 0 K, ein eindeutig bestimmtes U K, mit
FOx) =y,

und die Folge
x:=b(x*M+y, vON,

konvergiert geger* .

Beweis:

Fur ein festey O K, sei die Abbildungg D O R" - R"definiert durch:

9(x) :=b(x) +y
=x—-(f(x)—-y), OxOD.

Dann istgtrivialerweise auK,kontrahierend.

w«ﬂsﬂDDnﬁmua>Q

g.ed.



Fur allex 0K, folgt dann:

900 =x[ < a0 = g0 +[a(x) = x|
<Alx- ]| 1060
<A5+(1-)3
-5,

d.h., es gilg(K,) O K,. Nach Kontraktionssatz 1 hgtdann einen eindeutig bestimmten
Fixpunktx* in K, :

x*=g(x)

=b(x*) +y,
also
f(x) =y

und die Folgex" :=b(x“™) +y, vON,konvergiert geger* .

Bemerkung 2
Der Kontraktionssatz 1 hat die angenehme Eigensatess er eine leicht berechenbare

Fehlerabschatzung liefer, die beimten Schrittdes Iterationsverfahrens die Abweichung
vom Grenzwert in Abh&ngigkeit vom letzten Schrittiuder Kontraktionskonstantdn
ausdrickt.

Satz 3:
Untzer den Voraussetzungen des Satzes 1 gilt flifalge (1) die Fehlerabschatzung
) X - x| < % [x¢ - xe2)

5 1{; Jox?)=x“, vON,

wobei A <1die Kontraktionskonstante der Abbilduggst

Beweis:
Es gilt fur? > 1(vgl. den Beweis von Satz 1):

Hx(v) _ X*H < Hx(v) — X+

-]

1
S X(V+7-9) —_ X(V)
-1

el



Durch den Ubergang — o folgt daraus:

XV — x )

) 1
[ =x+|< =]

Jetzt folgen die behaupteten Ungleichungen untau&eng von

Hx(vﬂ) —x»

=[x - g(x" )|

<A [I]JX(V) - x‘“‘””.

g.ed.

Bemerkung 4:
In den nachfolgenden Aussagen befassen wir unsingt Sensitivitatsanalyse des statischen

volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodells mit kaattierender Materialaufwandsfunktion.
Zunachst wenden wir uns der Fragestellung zu, wadenLdsung passiert, wenn man vom

Endverbrauchsvektgrauf einen anderen Endverbrauchsveltobergeht. Ist die Losung

stabil? Das heifl3t, &nder sich der Vektor der Ggsaatiktion nur wenig, wenn der Vektor
des Endverbrauchs wenig verandert wird?

Satz 3:

Seib: R" - R"kontrahierend mitA <lundf :D - R"definiert durchf := x—b(x) fur alle
xUD.

Dannistf : D — f (D) bijektiv, f ™*stetig, und es gilt:

Hf_l(y)- f7(y) y-ifu, Oy,yoO f (D).

=1
1-1

Beweis:
Fur alley f (D) gilt x =b(x) + yfur einx(1 D, d.h.,xist Fixpunkt der kontrahierenden
Abbildungb+ y. Nach dem Beweis von Satz 1 ist dieser Fixpunideitig. Damit folgt die

Injektivitat vonf , undf : D - f (D) bijektiv.

Weiter gilt furx, xOD

={x = x=(b(x) ~b(x))

Hf(x)- f(x)

X=X

\}

—Hb(x) —b(x)

X=X|=A[x—=x

1\

=(1-2)|x-x




Seieny, yd f (D) undx,xOD mit f(x)=yundf(x) =y, dann folgt:

H 7 (y) - f “(9)” =

x—i‘

IN

L)l f(x) - f(X)
1
p)

[ERN

IN

=iy
Dies ist die behauptete Abschiatzung, und aus It fiie Stetigkeit vorf ™,
g.ed.

Bemerkung 5:
Aus der Stetigkeit vorf ™ folgt, dass sich die Losung bei kleinen Anderundes
Endverbrauchs auch nur wenig andert.

Bemerkung 6:
Man kann weiter fragen, was geschieht, wenn mandeorkontrahierenden

Aufwandsfunktiorb zu der Aufwandsfunktioh (ibergeht, oder noch allgemeiner von der

lterationsfunktiorg(x) = b(x) + y zug(x) = b(x) + y . Die Abbildungg braucht hierbei nicht
notwendig kontrahierend zu sein, also auch keingpurkt zu besitzen. Der folgende Satz
beschreibt das Verfahren der Folgenglieder:

Satz 4:
SeiD O R'undg: D - D eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktioms&tanten
A<1.

Seig: D - D, und es gelte fir ein>0und allexOD :

<é&.

Hg(x) -g(x)

Seien
x*O x*O0OD, x*@=x"O x* =g D) undx™ =g &) firv ON

Dann gilt far alles [N :

XHV) — xH0)

v-1 )
sed A
=0



Beweis:
Wir beweisen die Abschatzung durch Induktion titer

Der Fallv =1ist klar.
Die Abschatzung moge furrichtig sein. Dann folgt:

X v _ X++(u+1))H < Hg(x+(v)) _ g(x++(v)))H +Hg(x++(v)) _ g(x+(u))

<A

X+(V) — X++(V)) + g

= EDZV:AJ.
j=0
g.ed.

Bemerkung 7:

Fallsg einen Fixpunkt hat (z.B. falls kontrahierend isijken wir den Abstand der Lésung
mit folgendem Satz abschéatzen:

Satz 5:

SeiDOR'und g: D - D kontrahierend mid <1. Seig:D — D und gelte fiir eig > 0und
allexOD:

<&

Hg(x)— 9(x)

Sei x* Fixpunkt vong und >:<* Fixpunkt vong:; . Dann gilt:

H)?* vy
1_
Beweis:
Trivialerweise gilt fur alle’ N :
X* = g(V)( )2*)
und
x* = gW(x¥).

Damit folgt wegen der Kontraktionseigenschaft gamd Satz 4 fur allge (N :

g(®) ~g“( %) |+

v-1 )
+ey Al
j=0

Beim Grenzlibergang — o geht der erste Term gegen Null und der zweite gflaée/‘n

<

Hick-%

- RO
g %) -g( X H

< A |lxx =%

g.ed.



Bemerkung 8:
Wenn wir mit der Abbildung statt mitg iterieren, so benétigen wir eine Abschéatzung fiir

den Fehler, den wir dabei machen. Dies liefertfdligende Satz:

Satz 6:

SeiD O R'undg: D — D kontrahierend mid <1. Sei ferneg: D — D und gelte fiir ein
£>0und allexdD:

Hg(X)—é(X) <e
=) _v -
Seix* Fixpunkt vong =g(x ), vON,das lterationsverfahren vgnDann gilt:
=) 1 -0 _ =
X*=x |[s—0e&+A"|x —go(x )|, vON.
1-4
Beweis:
(@ —(0)

Seix =x undx® =g(x“™)furv ON.Dann folgt wegen Satz 3 und Satz S5U{rN :

W)
X* —X

RO R0
X -X

=(v)

X*=X |< +

AV :(O) (:(0) VZ_]: J
< X —g|x +teX A

1_/1 i=0

/1 v = (0) = (O) /1 v _ = (O) = (0) v-1 J
< X —g| X + X [=gl| X +e> A
1-A g 1-A g g JZ:;‘
/1V :(0) :(O) v v-1 ]
< X =0l X + E+e) AV

1-A g 1-A ,Z::;

AV 1=
+& +
1-4 1-4

=0 =(0)
X —g(x )

< ! e+ A
1-A

J, vON

.g.ed.



Bemerkung 9:
Der nachste Satz gibt Auskunft Gber die Losungsiolikgit eines statischen Verflechtungs-

modells mit nichtlinearen Materialaufwandsfunktiondessen lIterationsfunktign= b+ y
einer kontrahierenden Abbildung ,ahnlich* ist:

Satz 7:
SeiD [0 R"abgeschlossery D - R"eine Abbildung mig(D) O D. Sei fernerh: D — D ein

Homomorphismus, so dass die Abbildumg o g o h kontrahierend ist.
Dann hag genau einen Fixpunkt* und das Iterationsverfahren

x = g(x¥), vORO{0},

konvergiert fiir ein beliebiged” O D gegernx*.

Beweis:
Die Abbildungh™o g o hist kontrahierend und bild&tin sich ab, besitzt also nach dem

Kontraktionssatz 1 einen eindeutig bestimmten Fiskpx* .Aush™ o g o h(x*) = x* folgt
g(h(x*) = h(x.

h(x*) ist also der eindeutig bestimmter Fixpunkt garDas lterationsverfahren

(w4 v)

x =htogoh(x ), vORO{O}

konvergiert also fur alle 0D gegenx* . Weilh Homomorphismus ist, konvergiert auch

dann das Verfahren
(v+1)

xX"*V=h(x )
)
=g(h(x ))

=9(x")

0

(0)
fur allex® =h(x )0OD gegenx*: = h( x*).

g.ed.

Bemerkung 10:
Die Voraussetzungen des Satzes 7 sind spezielltgwignn der Homomorphismiasdurch
eine invertierbare, nichtnegative Diagonalmatrigejeen ist. Man kann den Ubergang gon

zuh™o gohals Wahl neuer MaReinheiten fur die Produkte deuten
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