IV

Minimaleigenschaft des I nput-Output-Modells

B.4.1.

In den Kapiteln Il — Il [vgl. S. 2. 3., B. 2. 5, 3. 12,, B. 3. 14] wurde gezeigt, dass sie
Verfahren VSA | — VSA Il im gewissen Sinne die ,be&dsung” des Problems (P. 2. 1’)
liefern, da die Endnachfragg mit der geringsten Gesamtproduktiorealisiert wird.

In diesem Kapitel wird diese so genannte ,Minimgdgischaft” als selbststéandige Theorie
behandelt. Es wird dabei im Wesentlichen das Hesfaeig von P. Bod [vgl. Bod, Pétér:
Nemlineéris agazatktzi kapcsolatok matematikaigaleta In: Szigma, 1975 (8), Nr. 4. S.
251 — 261] gewahlt.

Hierzu werden einige Ergebnisse der indifferentgti@ierung verwendet.
Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist das ProlferR. (1'.), wobei die Aufwandsfunktion
b: R' - R'die Bedingungen (B. 2.), (B. 7.), (B. 8.), (B. 160d (B. 16.) erfiillt.

AulRerdem werden einige weitere Existenz- und Eitigkeitsaussagen angefihrt, die mit der
.-Minimaleigenschaft* zusammenhangen.

D.4.1.

[Val.

Rheinboldt, Werner C. : On M-Functions and theiphgation to Nonlinear Gaul3-Seidel
Iterations and to Network Flows.

Bericht der Gesellschaft fur Mathematik und Dateaxeeitung, Bonn, Nr. 23, Birlinghaven
1969.

Auch in:

Journal of Mathematical Analysis and Applicatioh870, S. 247 — 307]

Eine Abbildung-: D O R" - R"heif3tisoton(bzw.antiton) aufD, wenn
(D¢, ¥0D:x<sX) = F()< F(¥) (bzw.F (X F(¥))
Die Abbildung F heil3tstreng isotor{(bzw. streng antitohaufD , wenn
(D¢, ¥0D:x<X) = F()< F(¥) (bzw.F (X p F(X))
D.4. 2.
[[Vgl. Rheinboldt, Werner C. : Ebenda]
Eine Abbildung- :D 0O R" - R"heil3tinvers isotoraufD , wenn
(FOX) < FOA),0x, ¥OD) = X< X (4.1)

Die Abbildung F heil3tstreng inversaufD , wenn

(F)<F(),0X,X0D) = X< X



B.4.2.

Der Begriff ,invers isotone Abbildung” wurde erstlman 1952 durch Collatz eingefiihrt
[Val. Collatz, L.: Aufgaben monotoner Art. In: ArcMath. 3, 1953, 366-376]. Er wird durch
folgende Aussage gerechtfertigt:

L.4.1.
<F :DOR" - R"istinvers isotor).
(F istinjektiv O F™ :F ©)OR" » R" istisotor).
Beweis:
=):

Sei F invers isoton. Dann gilt:

(F(X)=F(), DX, X0 D) = (X< X0 X2 %), € (4. 1)

alsox' = x> und damit istF injektiv.
Sei nun

uLbuwOFR(D), X =F'@), X¥=F'U)
Dann gilt

<F(X1):U1S U2= F(X2)> = <F_l(u1): X< )(2: F](u2)>

d):

Sei F injektiv und F *isoton. Dann gilt:
(W=F(x)<F(X) =) = (X= Fi(W)<s F{W)= x).
g. e .d.

D. 4. 3. (Ortegd
[Val. Ortega, J.: Notes on Mnotone Convergence9186veroffentlichte personliche
Notizen, zitiert in Rheinhold, Werner C.: On M-Ftioes...]

Eine Abbildung= D O R" - R'hei3tauRerhalb der Diagonalen antitpwenn fir alle
x[O R"die Funktionen

¢, {tOR| x+td0 D - R 4.2)
@ @)= f(x+te)), izj,i,j=12.n,
antiton sind.



Die AbbildungF heil3diagonal isotonbzw.diagonal streng isotgnwenn fur alk 0 R" die
Funktionen

¢, {tOR| x+t€ 0 D - R (4.3)
@) =f(x+te), izj,i,j=12.n,

isoton (bzw. streng isoton) sind.
Eine diagonal isotone Abbildurgist surjektiv diagonal isotonwenn D = R"ist und fiir alle
xOR'alle in (4. 3.) auftretenden Funktiongpsurjektiv sind.

D. 4. 4. (Tamir)
[Val. Tamir, A.: Minimality and Complementary Prapies Associated with
Z —Functions andM — Functiol. In: Mathematical Programming, 1974, S. 7-31].

Eine auRerhalb der Diagonalen antitone Abbilden® [t R" — R' heilt eineZ — funktion

D. 4. 5. (Rheinhold?

Eine z—FunktionF :D O R" - R istgleichzeitig einé — Funktion wenn sie auch invers
isoton ist.

B.4.3.
DieM - Funktionen sind Verallgemeinerungen vibh— Matrizen [Vgl. D. 1. 2.]. Dies wird
im néachsten Satz gezeigt:

w

4. 1.
Eine Matrix F ist genau dann ein®! — Matrix, wenn die zugehdérige lineare Abbildung

F:R" -~ R'eine M — Funktion ist.

Beweis:
Die Behauptung folgt trivialerweise aus D. 4. 2d i 4. 5.

B.4.4.

In der Arbeit [Reinholdt, Werner C.: v — Functions..., Ebenda] werden weitere
Eigenschaften voM — Funktionen hergeleitet. Unter anderem wird folgeAdssage
bewiesen, die die Verallgemeinerung des bekannésulRts darstellt, dass die Inverse einer
M — Matrix streng positive Hauptdiagonalelemente beésitz

S. 4.2
Sei F :DOR" - R'eineM - Funktion (und damit injektiv). Dann sind und
F':F(D)JR" -~ R'diagonal streng isoton. I6t R" - R'eine surjektivéVl — Funktion,

dann sindF undF™: F(D) O R" - R'surjektiv diagonal isoton.

S.4.3.
Gegeben sei das Problem (P. 2. 1'.) in der Form

y, = f(x), i=1,2,..n (4.4.)

mit



[09=%-Y B(x) (4.5)

Die Funktionenf,(x), i=1,2,...n sind Z — Funktionen.

Beweils:
Es qilt:

f(x+t€) = x—i B(xX)— b(x+ )

jk

sx—gqm—nm

ik
=h ().
g. e.d.

B.4.5.

Die Z —Funktionerbesitzen interessante Eigenschaften, auf die Tafgir Tamir, A.:
Minimality and Complementarity... ] hingewiesen Hat.hat eine zu

Z —Funktionergehorende sog. ,Komplementaraufgabe“ untersuchteumeh Algorithmus

zu deren L6sung angegeben. Tamir hat gezeigt,fdaden Fall, dass eine Aufgabe zulassige
Losungen hat, auch eine sog. ,Minimallésung” eristiwelche gleichzeitig auch den
Komplementaritatsbedingungen genugt.

Die Ergebnisse von Tamir verallgemeinern friihene €ottle und Veinott erzielte Resultate,
die sich auf die sog. ,lineare Komplementaraufgaieiehen.

{Vgl. Cottle, R. W.; Veinott, A. F. Jr.: Polyhedr8lets Having a Least Element. In:
Mathematical Programming 1971, S. 238-249]

Im Folgenden wird gezeigt, dass die erwahnten Eigjesiten deZ — Funktioneraus einem

im Jahre 1964 von Wintgen und von der internatiem&achliteratur nicht gentigend
beachteten Satz folgen.

[Val. Wintgen, G.: Indifferente Optimierungsproblenin: Mathematik und Kybernetik in der
Okonomie, Internationale Tagung — Berlin, Oktob@84, Konferenzprotokolle, Teil I,
Akademie-Verlag, Berlin, 1965. S. 3-6. und Wintgén; Indifferente Optimierungsprobleme,
In: Operations Research Verfahren VI, HerausgegeberRudolf Henn, Hans Paul Kiinzi,
Horst Schubert, I. Oberwolfach-Tagung Uber OpenatiResearch, 18-24 August 1968,
Verlag Anton Hain, Meisenheim, S. 233-236]

Der Satz von Wintgen bezieht sich auf den von iimgefuhrten Begriff der , Indifferenz”.




D.4.6.
Mit (OP. 4. 1.) moge folgendes Optimierungsproblegaeichnet sein:

Gesuchtisteix’ OR"  mit:
2(x) = max{z(¥| X1 M} (OP. 4. 1.)

z()US={¢t ¥ R~ R

D.4.7.
Das Problem (OP. 4. 1.) ist in Bezug auf die KlagseZielfunktionersindifferent wenn

Ox°0L: Z(x°)§ Z(X, 0xd MOO £ 30 <

D.4.8.
Mit (OP. 4. 2.) moge folgendes Optimierungsproblegaeichnet sein:

Gesucht ist eir&D R' mit:

2(x) = max{z(¥| X1 M} (OP. 4. 2.)

20 SF{EX £)Y GEx 8O, 12, k

D.4.9.
Seierx = & IR ,y= (y 2 R. Wir definieren:

x 0 y:=(max(x;y))

xn y:=(min(x; y)).

B.4.6.
Die in D. 4. 9. eingefuhrten Operatioriemnd n sind kommutativ und assoziativ und es
gelten, wovon man sich leicht Uberzeugen kannydischmelzungsgesetze:

xn (xO y) = x (4.6.)
xO(Xn y)= X 4.7)

Damit bildet jede Menge von Vektoren, die zu zwekibrenxund y die ,Vereinigung*
xJ'y und den ,Durchschnittk n yenthalt, einen Verband, in dem durch

xOy=x < x=2y (4.8



eine Halbordnung definiert ist, die mit der Ublioidalbordnung von Vektoren
Ubereinstimmt.

[Val. z.B. Hermes, H. : Einfuhrung in die Verbarusbrie, Berlin 1955]

In [Worobjow, N. N. : Extremale Matrizenalgebragsisch), Doklady Akademii Nauk SSSR

(1963) 1, S. 24 — 27] werden die Operationeéand n unter Benutzung der Symbofeund
m eingefuhrt.

D.4.10
Gegeben sei eine Menlyeund ein Verband/ sowie eine Funktion

vV:M 5 V.

M heil3tin Bezug aufvnach oben abgeschlosserenn es zu je zwei Elementers (M in
der MengeM ein Elementt gibt, so dass

v(r)Ov(s) =9
gilt.

M heif3tin Bezug aufvnach unten abgeschlossevenn es zu je zwei Elementers (] M in
der MengeM ein Elementt gibt, so dass

v(r) nv(s) = (9

gilt.

S. 4. 4. (Wintgen)
Gegebene sei das Optimierungsproblem (OP. 4. &)Zelfunktionerz (¥, i=1,2,...K

maogen auM ein endliches Maximum (Minimum) annehmen.
Das Optimierungsproblem (OP. 4. 2.) ist in Bezubdae Klasse der Zielfunktione®8'
indifferent, wenn die Meng® in Bezug auf die Funktion

2(x)=(z(3)O R
nach oben (unten) abgeschlossen, d.h.
Ox,yOM = z(XO { yOO 4 M
(Ox, yOM = z(X¥n 1 yO 4 M)
Dabei istZ(M) das Bild vonM in R.
Beweis:(fur das Minimierungsproble)n

Wegen der Annahme des Satzes existierixeimit

;(;):max(;(x)), OXx1 M, E12,..K



Sei nun
K i _i _i .
0Z(x)=(3(X),- 2(X) T Z M.
0
Wegen der Abgeschlossenheit nach oben Moexistiert eirk (1M mit

Z(;):(maxq(x),...,max; x)) , 00X M

Daraus ergibt sich

Z(0 = Z(%, Oxa M.

Es seiz(X) O Sbeliebig. Dann gilt:

29=> 623

g. e .d.

B.4.7.

Es ist bemerkenswert, dass Wintgen [Wintgen, Ge:Berechnung der vollen Aufwendungen
bei Lagerbestanden. In: Wissenschaftliche Zeit#ather Humboldt-Universitat zu Berlin,
Gesellschafts- und Sprachwissenschatftliche Reihig(2964) 5, S. 659 — 664] zunachst
anhand des Spezialfalls eines statischen Verflegstnodells auf das Problem der
indifferenten Optimierung hinwies. Er hat gezedgiss die Losung des Problems

X= Ax+ y- € (P.4.1)
sOR': Vektor des Lagerbestands

eine Losung des linearen Optimierungsproblems
min{ch|(E— Axz yv s » (} (OP.34)

ist, wobeic[O R' beliebig gewahlt werden kann. Wintgen ging zwgMfintgen, G.: Die

Berechnung der vollen Aufwendungen bei Lagerbesténih: Wissenschaftliche Zeitschrift
der Humboldt-Universitat zu Berlin, Gesellschaftad Sprachwissenschaftliche Reihe XillI

(1964) 5, S. 659 — 664] von der Annahme aus, a3 und Zagj <1 fir mindestens

j=1
eini =1,2,..n gilt, hat aber bereits in [Wintgen, G.: IndiffeterOptimierungsprobleme. In:
Mathematik und Kybernetik...] darauf hingewiesen,sddi® genannte Eigenschaft auch unter



der schwacheren VoraussetzuAg 0 und a, vorliegt. Dies ist eine Folge des nachstehenden
allgemeinen Satzes:

S.4.5.
Enthélt im linearen Optimierungsproblem

min{c" x| Bx= hh »x= 0} (OP. 4. 4)

mit B™", b0 R™ die Matrix Bin jeder Zeile ein nichtnegatives Element, wahraihel

Ubrigen Elemente der Zeile nichtpositiv sind, salisses Optimierungsproblem indifferent in
Bezug auf die Menge aller linearen Zielfunktionem mchtnegativen Koeffizienten, falls es
Uberhaupt I6sbar ist.

Beweis:
Die nZielfunktionenz (x)= xnehmen weger 20, i =1,2,.n, ein Minimum aus

M x| Bx= h x=0}
an. Es ist also nur zu zeigen, dass fur zwei ziggd$3rogramme y[1 M
u=xnydM

gilt:

Das UngleichungssysteBx=> b, x= 0 besteht aus endlich vielen Ungleichungen, dieaalfe
die Form

bx=>fx+p b pz0

iZ]
gebracht werden kénnen.

Gilt gleichzeitig

by 2> hy+bh
iZ]
so bleiben die Ungleichungen bestehen, wenn maistzaigf den rechten Seiten dig bzw.
y, durchu; :=min(x , y ) ersetzt. Sodann kann man auch auf den linken Seitezw. y,

durchu ersetzen und von zwei entstehenden identischerei¢hgihgen nur eine auffihren.
So erhalt man gerade das Ungleichungssystem

Bu=h u=0.



S. 4. 5. (B4d)
Das lineare Optimierungsproblem

min{ch| Ax= b, x> C} (OP 549

ist indifferent in Bezug auf alle linearen Zielfurdnen mit nichtnegativen Koeffizienten dann
und- falls Entartung ausgeschlossen werden kanmdann, wenn die MatrixA eine zulassige

Basis B° besitzt, in der samtliche Spalten vandie nicht zuB gehdren, nicht positive
Koordinaten enthalten.

Beweis:
[Val. Béd, P.: Bemerkungen zu einem Satz von G.tgén (ungarisch), MTA Ill, Osztaly
Kdzleményei 16 (1966)].

D. 4. 11. (Maximalelementbzw. Minimalelemen)

x heilt einMaximalelemengbzw. einMinimalelementder Menged [0 R", wenn

xOH O x=x OxdH

(bzw.

xOH O x<x Ox3 H)

gilt.

B.4.8.

Ist das Problem (OP. 4. 2.) indifferent, so4$x) ein Maximalelement (ein Minimalelement)
von Z(M).

D. 4. 12. (Komplementarita}
Gegeben seien die Abbildungen

f:R' 5> R
und bO R". Mit (P. 4. 2.) moge folgendémplementaritatsprobletmezeichnet sein:
Gesucht ist ein Vektor , der folgendeadihgungen geniig

i)f(x)+b>0, x>0 (P. 4.2)
i) X7 (f (x)+b) =0

Ein Vektorx heil3t zulassig, wenn érerfillt. Eine zuldssige Lésung isbmplementaralls
sie auch der Bedingung genugt.



L.4. 2.
Sei

M:={x| f(x)+b=0, x= ¢ 20,
IM|>1, f:R' - R bOR.

Ist f eineZ —Funktion, dann ist die Menge! in Bezug auf die Operation abgeschlossen,
d.h.

X, yUM = xn yl M.
Beweis:

X, yUM = f(x)+b=200 f(y)+ b=0, i=12,.n
Seinurz = xn y.Wegernx=0hat man:

y20 = z=0.
Wir setzerg, := x und definieren eine Punktfolge

2=V, W A = x

mit
V00 = kD ¢ )

und
. {O fur z =x
“ X~ Y fur x =Yy

Es gilt wegen D. 4. 3. — D. 4. 4. fUr alkel, 2,...n:
fV) = £ (WD + ()
< £, (VD),
(< 12,
f(X)+h =0 = f(2+ b=0,
f(2)+b>0,

d.h.zO M.

10



L.4.3.
Gegeben sei die in L. 4. 2. definierte MaiMye: [ . Ist f eine steigeZ -Funktion, dann
besitztM ein Minimalelement.

Beweis:
Betrachtet sei folgende Familie von nichtlinearegati@ierungsproblemen:

Gesucht ist eik DR mit

z(X =min Z 3
xOM ={x| f(x+b=0, x= ¢ (OP. 4.6.)

230 S':={ (X )XY € X EX 2O, H12.., }
(%= x

Die Funktionerg (X), i=1,2,..n, stellen also eine identische Abbildung dar:
Z(X) = Ex
Wegen L. 4. 2. gilt nun
X YOM=Z(Yn Z Y= x ¥yl yI Z N= M
Aus der Stetigkeit vorf folgt, dassvl abgeschlossen ist. Im Falle, dddsauch beschrankt

ist, nimmt jede der Funktione(x) ihr endliches Minimum iM an. Somit sind die

Voraussetzungen des Satzes S. 4. 4. erfillt. Exgib eix (I M , in dem alle nichtnegativen

linearen Funktionen ihr Minimum annehmen, a.ist ein Minimalelement vol . Dies folgt
nun zum einen aus den im Zusammenhang mit S.gemMachten Bemerkungen, wonach

Z(X) ein Minimalelement der Meng& M) ist und da jetzZZ M ¥ M ist, ist auclZ(x) = x.
Andererseits folgt aus der Tatsache

x<ye X x<dyfirdd R,
dass jeder Punkt einer Menge, in dem jede belighidgnegative lineare Funktion ein
Minimum annimmt, ein Minimalelement dieser Mengeusd umgekehrt.
FallsM nun nicht beschrénkt ist, betrachten wir ein bdayes;(D M.

WegenM # [ ist die Existenz VOR gesichert, und wir kdnnen die oben angefihrten
Gedankengéange auf die Menge
M ':=[x|xD M, x< ;} 0 M

anwenden.
Offensichtlich isM # [0 und in Bezug auf die Operatiom abgeschlossen und beschrankt.
Ein Minimalelement vonM 'ist gleichzeitig ein Minimalelement vokl.

11



g. e.d.

L.4.4

Istx ein Minimalelement der Mend@ und f eine stetigeZ — Funktion, dann isx eine
Komplementarlosung.

Beweis:

Nehmen wir an, dassdie Komplementaritatsbedingung nicht erfullt. Dann

0: x(,(9+B)>0

oder
x>0 O f (x)+h>0.

Fur ein beliebig kleined > Oist
x:= x-J¢ >0.

Es gilt nun:
F, () =f ((x- 0€) + te)

< f(x- od).
Fir t:=0 hat man:
Fi(0) =1, (x)
< f,(x- 0€)
=f,(),
f,(0+h 20 = f()+b20, j= 1,20 j#i
Falls notwendig kanm noch verallgemeinert werden, und es gilt
f(x)+h = f(x38)20.

Damit haben wir gIeichzeitiéD M und ;(i < X%, was der Annahme widerspricht, dagsn
Minimalelement der Mengd ist

g.e.d.

12



S.4.5.
Gegeben sei das Problem (P. 2. 1'.)in der Form.j4wobei die Aufwandsfunktion

b:R' — R' die Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 15.) und {8B.) erfiillt. Ferner mége
folgende Voraussetzung gelten:

Oeinx OR' : f(X )>0

Der zugehdrige Endnachfragevektor sei mit 0 bezeichnet.
Sei

M. ::[x| f(x)—;/z 0]¢D.

Dann gilt:

A. D;/DF\T\{O} D§<DF{: f(;):"y

B. Die Lésungxist ein Minimalelement voM! ...
y

Beweis (von A und B zusammen):

Da f(x)gemal S. 4. 3. ein — Funktion ist, haM . laut L. 4. 3. ein Minimalelement; sei
y

dies mit xbezeichnet. Wir miissen noch zeigen, dasse Losung des Problems (P. 2. 1".)
ist:
T T

Laut L. 4. 4. iskeine Komplementarlosung, d.h.( f(x) - y) =0.Wir zeigen, dass >0

Ist:
-

Nehmen wir umgekehrt an, dags =0 flr mindestens eirgilt. Dann wirde die die Menge

M. bestimmende Bedingung lauten
y

x> (%)~ x<0.

~ ~T
Somit warex nicht zulassig. Daher gkt >0 und folglich

f(x)—y=0.
g. e.d.

B.4.9.
Die ,Minimaleigenschaft des Problems (P. 2. 1mter den Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B.
15.) und (B. 16.) garantiert, dass die gefordentdriachfragey mit der (Komponentenweise)

geringsten Gesamtprodukti@mealisiert wird. Eine solche Produktion ist auch
kostenminimal, falls eine monoton wachsende Kositaktfon als Guterkriterium gewéahlt
wird. Hierzu kénnen die Primarressourcenfunktiodemen [Vgl. Kapitel VI] Es ist aber
auch denkbar, von einer ,Funktion der gesellscicath Produktionskosten* auszugehen.
Zum Beispiel schlagt Bod [Vgl. Bod, Pater: Nemliressa..] folgende Funktion vor:

13



$:R - R
mit folgenden Eigenschaften:

El: #(0)=0
E2: #(x)>0 fir|y> C
E3: OX,XOR : X< X = ¢ (X)<¢ (X)

S. 4.6.

Ist x das Minimalelement voiM . und sind inx s&mtliche Regularitatsvoraussetzungen
y

erfullt, dann gilt
df =
—(X)UM,,.
OIX( )M,
Beweis:

Daxdas Minimalelement voiM . ist, stellt es eine Minimallésung folgender niandlarer
y

Optimierungsprobleme dar:

Ming x |;/— f(<0, xO R}, i=12,..n (OP.4.7)

In S. 4. 5. wurde gezeigt, dass Oist. Da sdmtliche Regularitdtsvoraussetzungenlesiild,
gelten die notwendigen Kuh-Tucker-Optimalitdtsbgdimgen. Unter anderem gilt die

Bedingung, dass der Gradient der Zielfunktior ieine nichtpositive Linearkombination der

Gradienten der aktiven Nebenbedingungen isk ind aber sdmtliche Nebenbedingungen
des Problems (OP. 4. 7.) aktiv. Daher gilt:

€= —grad( y— f(,;))j Du
= gradf(;() [IJ, i=12,..n
Mit

U1

Un

14



erhalt man

Ezﬁ(x)zo,
dx

EEP

S.4.7.
Gegeben sei das Problem (P. 2. 1'.), wobei die Anfisfunktionb R' - R' die

Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 8.), (B. 15.), (8.) und (B. 18.) erfllt.
Dann ist das Problem (P. 2. 1.) eindeutig globsib&i.

Beweis:
Aus der Konkavitatsvoraussetzung (B. 18.) Iiiiolgt die Konvexitat vonf (x).

Nehmen wir im Gegensatz zur Behauptung an, dalsedi, X% X Lésungen des Problems

(P. 2. 1".) fUr ein festey sind:
f(yy=y O f(X)=vy, (4. 10.)
wobei xdie Minimallésung dieses Problems darstellt:

X< X. (4.11)

Es gilt wegen der Konvexitat voh(x) :

(%(bj(%— %js (- (3

=0, (- (4.10.)
X< X (- (S.4.6.)
X=X

B. 4. 10.
In S. 4. 7. lasst sich die KonvexitatsvoraussetAing (x) dadurch schwachen, dass man

stattdessen fordertf (x) ist in xJ R' lokal quasikonvex.
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