Kapitel 1

Grundlagen der Fehleranalyse
B. 1. 1. (Fehlerarten):
Von den Fehlerquellen ausgehend unterscheidenraiiudterschiedliche Fehlerarten:

(1) Eingangsfehler
Diese entstehen durch

a)Modellierungsfehler
(Z.B. wenn eine komplizierte Funktion clueine einfachere ersetzt wird bzw.
durch Diskretisierung eines stetigen Misjle

b)Datenfehler
Eingangsdaten werden aus physikalischessMhgen, statistischen
Erhebungen und Prognosen gewonnen. @ledsiher zwangslaufig
fehlerbehaftet.
(Hierzu werden auch gelegentlich ,menistig“ bzw. ,maschinelle” Fehler
gezahlt.)

(2) Verfahrensfehler

Diese entstehen durch

a)Finitisierunginfiniter Prozesse:
Numerische Verfahren konnen prinzipiale@zprozesse nicht nachvollziehen.
Daher muss ein Iterationsverfahren nachieh vielen Schritten abgebrochen
werden. Dies ha&tbbruchfehlertruncation erroj) zur Folge.

b)Diskretisierungstetiger Prozesse. Dies hat Dirkretisieungsfehiei~olge.
(Beispiele: Interpolation, Differentiati, Integration).

(3) Rundungsfehler

Bei der Ausfiihrung von Rechenoperationen karfrehler entstehen, da man

immer nur in einem begrenzten Zahlenbereibkitet. Man behilft sich, indem

man Resultate rundet. Eine mdgliche Akkunaasolcher Rundungsfehler kann

zu einer vollstandigen Verfalschung des Esdtats flhren.

Vielfach werden die schlimmen Folgen einaglesen Umgangs mit numerischem
Fehler, speziell Rundungsfehler, untersch&int spektakulares Beispiel hierfur war das
Desaster mit Patriot Missile in Dharan, Saidibien, am 25. Februar 1991, bei dem 28
Personen ums Leben kamen. Nachuntersuchueggien, dass die Katastrophe durch
unzureichende Behandlung des Rundungsfeinlelesr Raketensoftware verursacht
wurde.
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Alle Fehlerarten, vor allem Rundungsfehler und "kerénsfehler, sind im Allgemeinen
miteinander verflochten; sie Uberlagern sich in kbaerter Weise und kénne bezuglich
ihres Einflusses auf das Resultat oft sehr schaer gar nicht getrennt werden. Die




Gewinnung quantitativer Sensitivitdtsaussagendshdlb ebenfalls kompliziert. Meist
werden ohne Berucksichtigung der FehleriberlageAbsghatzung fir nur eine Fehlerart
angeboten.

Im Weiteren wird der gleiche Zugang gewabhilt.

D. 1. 1. (Absoluter und relativer Fehley.

Es seierx, xOR", wobeix eine Naherung fiix sein soll.
Sei

3, = x-x|

alsabsoluter Fehleund

|x=x|

, XZ0
| x|

&, =

X

alsrelativer Fehler genannt.

B.1. 3.
Zur vergleichenden Beurteilung von verschiedenesddrgen eignet sich der absolute Fehler

nicht. Werden z.B. eine Lange=10 cm mit dem absoluten Fehl«i}fx| =1 mm ermittelt und

eine Langey =10 m mit demselben absoluten Felji@r F 1mm, so ist die Qualitat der

Messung vony offenbar besser als die der Messungwober relative Fehler wurde
eingefuhrt, um die Qualitat von Naherungswertemghegchen zu kénnen.
Im FaII|x| =1gibt es offensichtlich keinen groRen Unterschietsethhen dem absoluten und

dem relativen Fehler. Dagegen wird diese Differiem£all |x| >1 ziemlich grof} sein.

B.1.4
Es gilt

x=(1+¢g,) x. (1.1.)
Der Faktorl+ &, wird alsModifikator genannt.

D. 1. 2. (Maximaler absoluter und relativer Fehler

Sei
0 ]=<n,, |eJ<E,,
wobei
A, >0: eine moglichst kleine obere Schranke |t
E, >0: eine moglichst kleine obere Schranke [}t
sind.

Dann heil3tA, maximaler absoluter Fehlgoderabsoluter Hochstfehlgmon

x und E, maximaler relativer Fehlefoderrelativer Hochstfehlérvon x.



B. 1. 5. (Zur Abschéatzung des Eingangsfehlgrs
Hierzu gibt es folgende Mdoglichkeiten:

1) Anwendung der Analysis (insbesondere der Mittetsatze der Differentialrechnung;
2) Anwendung der Theorie der unscharfen Mengeregyisets®);
3) Anwendung der Intervallmathematik.

B. 1. 6. (Fehler bei der Ermittlung des Wertes einer Funkhieeiner Veranderlicher mit
Hilfe der Analysis):
Sei

xOR!: ein ,exakter* Wert,

xOR': eine N&herung vorx .

Bekannt seier, A, undE, .
Soll ein Funktionswerty = f(x) einer (der Einfachheit halber als stetig diffeierzar

vorausgesetzten) Funktion einer reellen Verandextidoestimmt werden, so wird das
Ergebnis durch zwei Faktoren verfalscht:

(1) durch das fehlerhafte Argumext
(2) durch eine genahrte Funktionsberechnung.

Man erhalt
y=f(x) statt y= f (x..

Um die Genauigkeit vory zu beurteilen, kann man zwei in gewisser Weisgem@ngesetzte
Wege bestreiten:

1. Weg (Ruckwartsanalys@nverse Aufgabe der Fehlertheopie

Bei der Ruckwartsanalyse des Fehlers interpreatiari den Naherungsweyt alsexakten
Funktionswert zu einemestértenArgument:
f(x):= f(x+9) (1.2)

und versucht, die Stérudgabzuschatzen.

Ist|d]< A,, so liegtx +d in demselben Intervaﬁi— A, x+ AX}Wie das unbekannte

Argumentx . Folglich isty eine_akzeptabldlaherung vony .

Ist dagegend| > A, (oder sogatd| >> A, ), so mussf durch eine bessere Naherungsfunktion
ersetzt werden, wenn ein Genauigkeitsverlust vetemeaverden soll.



2. Weg (Vorwartsanalysé€Direkte Aufgabe der Fehlertheorie))
Bei der Vorwartsanalyse des Fehlers schatzt mamblssluten Gesamtfehler:

d,:= F(x) = f(x) (1.3)
ab. Analog zu (1. 1.) fasst man die genéhrte Fankberechnund (x) als eine modifizierte
exakte Funktionsberechnurigx) auf:

f:=(1+e, )10, |e]<E,, (1. 4)

wobei £, von der gewahlten Naherungsfunktidnund dem Argumenk abhangt.
Damit folgt:

3,= F(x) - f(%
=g, F(X)+ (X)) - f(X). (o (L. 4)) (1.5.)

& f(X) heil’t @bsolute) erzeugter Fehlerer wird von der genédhrten Funktionsberechnung
verursacht.

f(x) - f(X) heiRt Gbsolute) fortgepflanzter Fehlerer gibt an, wie sich der Fehler des

Argumentsx bei exakter Funktionsberechnung auf das Ergelusiieken wiirde.

Es gilt nun
f(x)= f(x+x- X

=f(x+9,)
= f(x)+5,f'(x+ad,), aO]o 1. (1.6)

Damit folgt fir den absoluten Gesamtfehler

3,= & f()+ f()+3, f'(x+ad,)~ f(¥ (- (2 5 )(2 6)

5y=£ff(>_<)+5xf'(§<), |£f|<Ef, o,/<A,. (1.7))
Verschafft man sich Betragsschranken fi{ix) undf'(x):
m<[f(sm, | F(Y< m fir )G[_XAX,_XAX] (1.8.)

so hat man statt (1. 7.) - ohne VernachlassigumgGieedern héherer Ordnung - die
Abschatzung

5,[|<mE, +m,. (1.9.)



Es gilt ferner fir den relativen Gesamtfehler

=g, + £. |e|<Eq |of<a, (o (1.1.),1.7.)
f(x) f(X)
und
5 (5( +ij m
Be LY S B A - - (L. 9)
f(X) m, m,
BS.11.:

Gegebeﬁ sei die Funktion
f (X) := cosx

und die N&herungsfunktion

2

S
f9:=1-=

(BemerkungEs gilt nach MacLaurinscher Formel:

2 4 k
cosx= 2 +X - 4 €1 X
21 4 (2k)!

+ F§k+l

2k+1

_ X Vi
R2k+l—(2k+1)!co{z9x+( 2k+ J)E} , #0] 0, [)

Gesucht sind die Funktionswerte fir die Argumente

x=0.395 und x;=0.785
mit dem einheitlichen maximalen absoluten Felfier= 0.005.

Losung
Y, = %(gj: £(0.399 = & 0.0780125 0.92198%5 0.

(gerundet auf drei Stellen nach dem Basispunkt)

y, = ?(izj: £(0.789 = + 03081125 0.69188%5 0.¢

(gerundet auf drei Stellen nach dem Basispunkt).

(1. 10.)

(1.11)



1. Weg (Ruckwartsanalyge

Zuerst versuchen wir, Stérungeén, i =12 zu bestimmen, fur dié/i, i =1,2, exakte

Funktionswerte vorx; + g, 1=1,2, sind:

;i :cos(iﬁdlj =1

Es gilt nun
cos(iﬁd,j:cos} .co8— Sin shoi= 1

und fur kleined,, i =12:
c0so,,=1, sing, =9, , 1=12
Damit hat man

Y. :COS;(i ,1—d| SIn;( ,i: 1,

di :M’ i=12,
sin X

= 0.923- 0922_ 0,003,
0.38<

= 0.707- 9692= 0,021
0.707

Wegen0.003=|J,| < 0005= A, liegt also das Argument.+d, in demselben Intervall

[0.395- 0005 0395 .0005[ .0390 . 040Wie das Argumenk, :g . Damit isty,

eine akzeptable Naherung fur den gesuchten Fursktien y, = cosg .

Andererseits liegt wege@ 021= |52| >> 0005 A, das gestorte Argumeritﬁ o, nichtin

demselben Fehlerintervall wie das exakte Argum(;ntg . Das bedeutetg/2 kann_nichtals

Naherung fury, = cosg akzeptiert werden.



2. Weg (Vorwartsanalysg
Es qgilt:

5= (- (%

2

=1—1;< — COSX
2
2 -~ -
=1—Ex —COS(x— x+ X)

2

=1—%x - cos(;<— o, )

2 ~ ~
=1—%x — COSX— 9, SinX. (1.12)

Wegen des Alternierens der Cosinusreihe ist dieeiihz vom:(;o und f(;<) betragsmalig
kleiner als das erste vernachlassigte Glied ddndRei.h.:

-~ ~ ~ 1 2 - A4
f(x)— f(X)|=|1-=x —cos¥<— X
(¥) - £(x) > n
@+e)F )= T =1 £(X) (- @.5))
-2 - 4
=[1-=X —COSX<— X, (1.13)
2 41

1 2 ~ -~
‘é}‘ =‘1—§x —COSX— 0, sin% (- @ 12))

1~2 - ~
|6,|<[1-=x —cos><{+ J, sin{

2

-4 ~

< EX + stinx{, (- (@ 13))
d.h.
1 -4 -
‘Jy‘ <—x +0.005 (-|o]=h,; |sing<1)
41

Mit Ax =0.000¢t ergibt sich:



(Letzt Aktualisierung: 17.08.09)



