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Das lineare Input-Output-Modell

D.1.1.

Unter dem statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodell mit linearen Aufwandsfunktionen
verstehen wir:

x=b(X)+y (P.1.1.)
mit
b: R' =>R!, b(x)=Ax, AeM, ., A0,
x:=(x)eR,
y=(y;)eR},
oder in Summenschreibweise:
n
X =Y aX +y, i=12..,n. (P.1.1°)
j=1
Hier sind:
n. die Anzahl der Sektoren in der Volkswirtschaft,
aj, I,J=12,..,n: der Materialaufwand des i —ten Sektors zur Herstellung einer
Einheit des Produktes des j —ten Sektors
(kurz: ,,Materialaufwandskoeffizient"),
X, 1=1,2,...,n: die Gesamtproduktion des i — ten Sektors,
y,, 1=1,2,...,n: die Endnachfrage des i —ten Sektors.
S.1.1

A: R! >R istisoton < A>0.

Beweis:

=

Sei A: R! > R} isoton. Dann gilt:

e >0 i=12,..,n,



Ae' >0, i=12,..,n,
"C"

Sei A>0. Dann folgt aus

Xt < x?
auch

Ax' < Ax. g.e.d.

B.1.1.

Fur ein gegebenes y € Rf lasst sich (P.1.1.) zu

y =X—AX
bzw.
y = Fx (1.1.)
mit
F=(E-A)
schreiben.
D.1.2.

Eine reelle Matrix F = (f;) e M, mit f; <0, Vi= j, heiBt M — Matrix, in Zeichen F e M,

(n,n) ij =

wenn detF #0 und F* > 0. F heiRt dann auch nichtnegativ invertierbar.

S.1.2.

Gegeben sei

Fi=(f,)eM f, <0, Vi j.

(n.n)?

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) FeM,.

b) Furein y € R"\{0}es existiert einx € R, derart, dass Fx =y gilt.
c) Furalle y € R es existiert ein X € R, derart, dass FX =y gilt.

d)



p

det| . . >0, p=12,..,n. (1.2.)

fpl o fpp
(Die Determinanten in (1. 2.) nennt man fiihrende Hauptminoren.)

e det(fy) >0 VLc{L2..n} (1.3.)
Die Determinanten (1. 3.) nennt man Hauptminoren.
Beweis:

1) ,b = d“ (Induktion)

Induktionsanfang:

Sei N =1. Das Gleichungssystem (1. 1.) lautet dann:
f11)(1 =Y
Wenn X, >0 ist fireiny, >0, dann muss auch f,; >0 sein.

Induktionsannahme:

Die Aussage ist richtig fir N—1. Nach b) hat FX =y eine Lsung X € R fir ein y € R} \{0}.

Aus der ersten Gleichung erhalt man:
2
fX =¥ _Z finj . (1.4))
j=2

Wegen Y, >0 und f; <0, X, 20, j=2,3,...,n, ist f;x >0, und damit f,, >0.

Jetzt wenden wir das GauRsche Eliminationsverfahren so auf das Gleichungssystem FX =y an, dass

wir erhalten:
11 le fln Xl yl
o f, . . . flx Y,
= | (1.5.)
o f, . . . fo)lx A
Dabei ist:

. f, ..
f-- = f_ f %1 I,J=2131"')n!

ij ij i1
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y, = yi—fil%, i=23..,n
11

Wegen fij <0 furi, j=2,3,...,n, 1= j,undy, >0 firi=2,3

f <0, i,j=2,3,...n; i#],

ij =
y >0, i=23..,n

Also erfiillt das lineare Gleichungssystem

n

dfx; =y, i=23..n,

j=2

..., N folgt:

die Bedingung b) und wir erhalten nach Induktionsvoraussetzung:

* *

f22 f2|
det| . . >0, 1=23,..,n.
fiz fi
Damit folgt:
fll ] . ] flp fll flf . fli
. 0 f, . . . 1
det| . . |=det| | =det| .
fo o o f S .
P P o f, . . . f
2) ,d = ¢” (Induktion)

>0,

1=2,3,..

Sei N =1.Dann hat das Gleichungssystem f,,X =Y, wegen f,, >0 firjedes y, >0 die Losung:

X, = Ko,
fll
Induktionsannahme:

Die Aussage ist richtig fir N —1. Wegen d) gilt insbesondere f11 > 0, so dass wir in 1) die GauRsche

Elimination auf das Gleichungssystem FX =Y mit beliebigem y >0 anwenden kénnen. Wie oben

erhalten wir das System:
n * * -
S hx =y, i=23.n,

=t

mit



f <0, i,j=2,3,...,n;i#],

y, 20, i=23,..,n.

det| C = Laet! o |s0, pe{23..n,
1

fi fo o o

*

fl2

hat das obige Gleichungssystem nach Induktionsannahme eine Lésung X, >20,X; >0,..., X, =20 fir

diese yi*, i=273..,n.

Aus (1. 4.) erhalten wir:
1 n
X :_(y1_z fljxj) > 0.
f11 j=2

Damit haben wir eine Lésung von (1. 5.) gefunden, die wegen der Aquivalenz der Gleichungssysteme
auch FX =1y lést.

3) ,,c= b“ist offensichtlich.

4) ,e=>d"

Diese Implikation ist auch klar. Nehmen wir an, dass c) erfillt ist. Dann ist c) auch fir jedes
Gleichungssystem erfiillt, das durch gleichartiges Umnummerieren der Zeilen und Spalten von F
entsteht. So kann jede Hauptuntermatrix zur fiihrenden Hauptuntermatrix gemacht werden, wobei
sich ihre Determinante nicht andert. Damit folgt die Bedingung e), indem man die Implikation) ,,e =
d“ auf das umnummerierte System anwendet.

5),a=>c"“

Sei F € M, . Dann hat das Gleichungssystem FX =y die eindeutige Losung:

x=F'y>0, VyeR

6) ,c=>d“

Nehmen wir an, dass c) erfillt ist. Dann folgt wegen d) die Existenz von F_l, und wir erhalten eine

eindeutige Losung als X = F_ly. Es ist also

x=F'y>0, VyeR



Damitgilt F %' >0, i=1,2,...,n, also F ' >0. g.e.d.

B.1.2.

Die Bedingungen d) und e), auch bekannt als Hawkins-Simon-Bedingung, erlauben wegen der
Komplexitat der Definition einer Determinante keine direkte 6konomische Interpretation. Wir kdnnen
aber aus Bedingung e) schlieRen, dass

a; <l i1=12,..n,
gilt. Daraus folgt
ax <X, =L2,.,n

Das heiRt, dass die Menge des Produktes i, die zur Herstellung seiner eigenen Gesamtproduktion X

eingesetzt wird, kleiner ist als X; . Ware
a;x, >x fireinie{12,.,n},

so ware der Sektor unproduktiv, denn vom Produkt | wiirde mehr eingesetzt als ausgebracht und er

hatte damit keine positive Gesamtproduktion. In diesem Falle ware auch die Bedingung b) nicht
erflllt, die besagt, dass fiir eine Endnachfrage eine nichtnegative Produktion existiert.

Man beachte, dass in den Bedingungen b) und c) die Eindeutigkeit nicht gefordert wird.

S.1.3
Sei
F=E-A
mit
AeM A>0.

()

Dann gilt fur alle x*,x* e R!, X' <x*, x' = X’ fur mindestens ein j e {1,2,...,n}, die Beziehung

Beweis:
Sei ie{1,2,..,n}mit X = X’ Dann gilt:
n

n n
1 2 1 2
2 i =2, TG = 2 1,06 =)
=t =t

i=L

= i(é‘” _aij)(X} - XJZ)



n
=x —x2 = 8, -x)
i1

n
=D a; (X —x])
i1

>0. g.e.d.

B.1.3.

Die Aussage von S. 1. 3. lasst sich folgendermalien 6konomisch interpretieren:

Eine Erhohung der Gesamtproduktion eines Teils des produktiven Bereichs flihrt zum Riickgang der
Endnachfrage bei den Sektoren, deren Gesamtproduktion konstant geblieben ist.

S.1.4.

Sei F € M,, . Dann gilt:

<Fxl > Fx%, x,x% e Rf> = X > X
Beweis:
Es gilt:

x'=F'Fx' > F'Fx* = x° g.e.d.

B.1.4.

S. 1. 4. bedeutet: Eine Erhéhung der Endnachfrage erfordert eine Erhdhung der Gesamtproduktion.

S.1.5.

Gegeben sei
AeM(n,n), A=0.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) (E-AeM,.

b)  p(A) =max|4[<1,
<i<n
A, 1=12,..,n: i—ter Eigenwert der Matrix A,
p(A): der Spektralradius von A.

c) Esgibt eine Norm mit
Al <1.



d) limA'=0.

| >0

e) Die Neumannsche Reihe ZAi konvergiert.
i=0

Beweis:
1)
S0 = d“:
Sei p(A) <1. Dann gibt es eine Norm mit
||A|| < p(A) + ¢ <1 fiir eine geeignetes & > 0.
Es gilt ferner wegen
[~ 1=<1A
die Behauptung
limA' =0.

| >0

,d = b“:

Wir nehmen an:
Jein A: [4|=1.

Sei X # 0 der zugehorige Eigenvektor. Dann gilt
A'x=2'x, VleN,

und die Folge {A(')X}IeN geht nicht gegen Null.

2)
b= e”:
Sei p(A) <lund AX = AX. Wegen
(E-A)x=x-Ax
= X—AX
=(1-2)x
ist (1—A) Eigenwert von (E — A) zum Eigenvektor Xvon (E — A) .
Es gilt ferner:

L-2|=p-1-12] >0, (]2 <1)

10



d.h. (E — A)ist invertierbar.
Weiter ergibt sich aus
(E-A(E+A+..+A)=E-A'
durch Multiplikation mit (E — A)von links
E+A+.+A=(E-A)"-(E-A'A" (1.6.)

Die rechte Seite von (1. 6.) geht wegen 2) gegen (E — A) ™ furl — o0, d.h.

(E—A)’l:iAi. (1.7.)
i=0

.€ = b“:

Aus der Konvergenz der Reihez A’ folgt !im A' =0. Wegen 1) ist dann p(A) <1. Wie oben erhilt
i—0 —>00

man (1. 7.) und sieht, dass die Reihe gegen (E — A)_1 konvergiert.

3)
.C = b":
Zunachst wird folgende Aussage bewiesen:

Sei Ae M (n,n) reell. Dann gilt
P(A) <| A (1.8.)
Es gelte
Ax=1x, A1e€C, xeC".
Daraus folgt:
[ ALl llAax] = Ax] =2]- ]
Wegen X # 0 folgt hieraus|| A >| | und damit die Behauptung.

Die Aussage ,c = b“ folgt nun wegen (1. 8.): p(A) < ||A|| <1

4)
S = c”:
de>0: p(A)+e<1. (- p(A)<1)

Damit ist die Existenz einer Norm mit

11



Al < p(A) +& <1
gesichert.
5)

o = a“:

Ist p(A) <1, so existiert (E — A)™" nach ,b = e“und man hat
(E-A*'=DA.
i—0

(E- A)’1 ist nichtnegativ, weil jeder Summand der Reihe nichtnegativ ist. Trivialerweise gilt

0;—a; <0,1,J=12,...,n; i=].

a2 = b":

Sei (E— A)’l >0 und A ein Eigenvektor von A zum Eigenvektor X # 0. Dann ergibt sich

I el ) < A e ] )

und weiter

(E = A (%)X %)) < @1 2D (s Ko oons %0 ]) -
Es folgt

(] ] ) (B = A (] el o)
und daraus wegen X # Qund (E—~A)™" >0

|/1| <1. g.e.d.

B.1.5.

Die Bedeutung von Aussage b) liegt in den durch (1. 8.) Beziehungen zwischen dem Spektralradius
und einer Norm der Matrix und fiihrt damit zur Interpretation von c).

Wegen A2 0 ist die Bedingung c) genau dann in der L, — bzw. L — Norm erfiillt, wenn alle

Spalten- bzw. Zeilennormen kleiner als 1 sind, d. h. A erflllt die Brauer-Solow-Bedingung.
[Vgl. Nikaido, Hukukane: Convex Structures and Economic Theory, New York-London 1968,
S. 94, Solow, Robert: On the Structure of Linear Models. In: Econometrica 20 (1952), S. 27-46,

Woodbury, Max A.: Properties of Leontief-Type Input-Output Matrices. In: Morgenstern, O. (Hrsg.):
Economic Activity Analysis, New York-London 1954, S. 341-363].
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Mit Hilfe einer Betrachtung unzerlegbarer Matrizen ldsst sich die Bauer-Solow-Bedingung etwas
abschwdchen.

[Vgl. dazu: Solow, Robert: On the Structure of Linear Models. In: Econometrica 20(1952), S. 29-46].

Ist Bedingung c) in der L — Norm erfillt, d.h. gilt

Al =m?XZ|au | <1,
j

so folgt

A-(11,..1) [Za“zn“azj, nam,] <(11..2)".
j=1

j=1

Um von jedem Produkt eine Einheit auszubringen, muss also weniger als eine Einheit jedes Produktes
eingesetzt werden.

Die Matrix (E — A) kann durchaus eine M — Matrix sein, obwohl ||A||w >1.S.1.5. garantiert in

diesem Fall jedoch die Existenz einer (anderen) Norm mit ||A|| <1.

Explizit konnen wir diese Norm folgendermaRen erhalten:

Ix: x> (E-A)x>0, (- S.1.2.b)
also
xizz_;(aij—aij)xjw, i=12,..,n
1 < :
— (c?ij—aij)xj>0, i=12,..,n, (% >0)
W
0<i25uxj—iZaqu
LI X
na.- X
=1-> 24— i=12..n (1.9.)
X
Die Matrix
X, - 0
P:
o . . . X

n

ist wegen X, >0, 1=1,2,...,n, nichtsinguldr, und es gilt

13



[_j .
X; i,j=12,...n

Aus (1. 9.) folgt dann

||P’1AP||OC <1.

Wegen (1. 9.) haben wir damit eine Norm mit der gewtlinschten Eigenschaft gefunden.

Bei jeder M —Matrix kénnen wir also eine Transformation angeben, dass die Zeilennormen positiv
werden. Die transformierte Matrix A™ ( E — A) P ist wieder eine M — Matrix , denn die

Ahnlichkeitstransformation dndert die Eigenwerte nicht. Dieser Transformationsprozess bedeutet
aber nichts anderes als die Wahl neuer MaReinheiten fiir die Produkte.

Auch fiir die Aussagen d) und e) aus S. 1. 5.kann man eine anschauliche 6konomische Interpretation
angeben. Dazu erinnern wir uns daran, dass der Koeffizient . I, j=12,...,n, angibt, wie viele

Einheiten des Produktes i zur Herstellung einer Einheit des Produktes j verwendet werden. Zur
Herstellung des Produktes j werden aber unter Umstédnden noch andere von i verschiedenen

Produkten bendtigt, zu deren Produktion wiederum auf direktem oder indirektem Wege das Produkt
i gebraucht wird.

Allgemein gibt

alPV=>"..

=1 i

a, -a,,.a; px1

. n
p=L

die Anzahl der Einheiten des Produktesi an, die iber p Stufen zur Herstellung einer Einheit des
Produktes j benétigt werden.
Wegen

AP = (g

haben wir damit eine Interpretation der Potenzen der Matrix A gewonnen. Bedingung d) besagt
somit, dass der indirekte Einfluss eines Produktes auf ein anderes mit wachsender Anzahl der
Produktionsstufen gegen Null geht. Dies folgt natiirlich auch aus der Konvergenz der Neumannschen
Reihe.

Aussage e) gibt uns ein Berechnungsverfahren fiir die Inverse von (E — A) . Genauso gut kann man
aber auch mittels

x=(E-A"'y
i=0

=y+Ay+ A’y +...

das Iterationsverfahren

14



X =y
(i+1) ._ i
XM i=y+AX, 120
ansetzen, das die Partialsummen z Al y berechnet und gegen den Produktionsvektor X konvergiert.
i=0
Dieses Verfahren konnen wir folgendermalien interpretieren:

Zunichst stellt man die geforderte Endnachfrage y her. Die Ausbringung von Yy erfordert aber Ay als
Einsatz. Um Ay zu produzieren, benétigt man wiederum A(Ay) als Einsatz, usw. Als Summe erhilt

man schlieBlich das gesuchte X.

D.1.3.

Eine Abbildung
f:DcR">R"
heiRt kontrahierend auf Dy, — D, wenn
JeinAe[0, U || f(x)—FOE) ] <Alx =x*|, vx',x* e D,

Die Zahl A € R! heiRt dann Kontraktionskonstante.

B.1.6.

Wir nennen eine kontrahierende Abbildung auch kurz Kontraktion. Die Kontraktionseigenschaft ist
normabhangig; eine Abbildung kann in einer Norm kontrahierend sein, in einer anderen aber nicht.

Weiter sieht man sofort, dass eine Kontraktion stetig ist.

S.1.6.

Sei Ae M (n,n): reell; A>0. Dann gilt:

Die lineare Abbildung A:R! — R?

(E-M)eM,) < (. _
ist auf R!" kontrahierend.

Beweis:
=
Sei (E—M)eM,,. Dann existiert nach S. 1. 5. c. eine Norm mit|| A <1.
Wegen

| =] = [ Ax =)

15



< ||A||-||x1—x2||, vx!, x? e R?

ist A kontrahierend auf R} — R" mit der Kontraktionskonstante 4 :=||A[ <1.

u
p= "

Sei die lineare Abbildung A:R" — R"kontrahierend auf R! . Es gelte also
||Axl—Ax2||£ /1~||x1 —x2||, vx', x> eR! A ein A <1
Fur jedes X € R" seien die Vektoren X*, X~ e R! durch

x, falls x>0
I+': y |:1,2,...,n
0 falls x <O

_[=x falls x, <0 .
L= , 1=12,..,n
0 falls x>0

definiert. Offensichtlich gilt fur alle X € R"
x=x"—x".
Damit folgt fur allex e R":

|AX] = ||A(x+ —~ x‘)”
Joc e

<A x*—x‘”

=2,
da X, x” € R!sind.

Mit dieser Abschatzung ergibt sich:

A= suol
<sup A[X|
=2
=1
<1.

NachS.1.5.a)gilt dann(E—A)e M,,.
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D. 1. 4. (Dual)

Folgendes Problem wird als dual zu (P. 1. 1".) bezeichnet:

P, :Zn:aij pi+v;, 1=12,.,n (P.1.1.d.)
i=1
Hier sind:
p;: ,Preis” des Sektors j=1,2,...,n,
v, das bedingte Nettoprodukt des Sektors j=1,2,...,Nn.
Mit
(p))=peR]
(v;)=veR]

lasst sich (P. 1. 1.. d.) in Matrizenschreibweise in folgender Form darstellen:

p=A"p+v. (P1.1.d.)

B.1.7.

Fiir das Problem (P. 7. 1. d.) (bzw. (P. 1. 1’. d.)) lassen sich dhnlich wie in S. 1. 2. und S. 1. 5.
Aquivalenzaussagen beweisen. Es |4sst sich ferner zeigen, dass die Losbarkeit (Funktionsfihigkeit:
»workability“) des Modells (P. 1. 1.) (bzw. (P. 2. 1".)) dquivalent der Losbarkeit (Produktivitat:
»profitability”) des Modells (P. 1. 1. d.) (bzw. (P. 1. 1". d.)) ist.

B.1.8.

Das Problem (P. 1. 1’.) ist ein Spezialfall des Gleichungssystems
n
pXo=D agX, +y;, i=12,..n, (P.1.2)
j=1

wobei p € R'ein Parameter ist.

Das dazu duale Problem lautet:
n -
PP =8P +V;, j=12...n. (P.1.2°.d)
i1

DieinS.1.2.undS. 1. 5. enthaltenen Aquivalenzaussagen lassen ich entsprechend verallgemeinern.
Dies gilt auch fiir die Bauer-Solow- Bedingung [Vgl. Nikaido, Hukukane: Convex Structures and
Economic Theory. New York-London 1968, S. 87-108].
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Nichtlineare Input-Output-Modelle

D.2.1.

Unter dem statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodell mit nichtlinearen
Aufwandsfunktionen verstehen wir:

X =b(X)+y, 1=12,..,n (P.2.1)
bzw.
Xx=hb(x)+Yy. (P.2.1")
Hier sind:
X. . die Gesamtproduktion des Sektors i =1,2,...,n,
(x)=xeRy,
y,. die Endnachfrage des Sektors i=12,..n,
(yi)=vyeR;,
b (x): die Aufwandsfunktion des Sektorsi =1,2,...,n,
(b (x)) = (b(x)) € R}".
B.2.1.

Das Modell (P. 2. 1.) bzw. (B. 2. 1".) ist sehr allgemein und lasst in dieser Form kaum qualitative und
guantitative Aussagen zu. Es wird im Weiteren in verschiedene Richtungen spezialisiert.

Es werden insbesondere an die Aufwandsfunktion
b: R’ >R (2.1)
verschiedene Forderungen gestellt und entsprechende Modellansatze und Losbarkeitsbedingungen

erortert.

D. 2. 2.

Das Problem (P. 2. 1.) bzw. (P. 2. 1.) heiBt global (bzw. stark) I6sbar, wenn fiir jedes beliebige, nach
Wahl aber fixierte y € Rf ein Xe Rf existiert, derart dass (P. 2. 1.) bzw. (P. 2. 1".) ) erfullt ist.
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Das Problem (P. 2. 1.) bzw. (P. 2. 1".) heil3t lokal (bzw. schwach) lésbar, wenn fur ein y € Rf einX e Rf
existiert, derart dass (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1".) ) erfillt ist.

B. 2. 2.

Ersetzt man in D. 2. 2. bzw. D. 2. 3. Gberall X € Rf durch Rf \{0} , dann spricht man von streng

globaler bzw. streng lokaler Lésbarkeit.

B. 2.3.

D. 2.2.-D. 2. 3. verallgemeinern die Aussagen b) —c) in S. 1. 2.

B.2.4.

Die Aufwandsfunktion (2. 1.) heiBt additiv, wenn gilt:

b: R">R",
b(x)=>b;(x), i=12..n, (B. 1.)
=1

b : Rf—)Ri i=12,..n,
bij: Rf—)Ri i=12,..,n.
Ein wichtiger Spezialfall von (B. 1.) ist
n -
b (x)=>b,(x.%;), i=12..,n. (B.2.)
j=1
Die Aufwandsfunktion (B. 1.) heil3t additiv separierbar, wenn gilt

b.(x) = Zn:bij(x), i=12,..,n,

bij: Ri—)Ri, i=12,..,n. (B.3.)

Mit (B. 4.) moge folgender Spezialfall von (B. 1.) bezeichnet sein:

b, =a;(x)-X, (B.4.)
mit
b. (X,,..., X
M, Xj >0
X.
J
a; ()= - , ,Lj=12,..,n
J lim By (%o X0 X0y X0 %) X, =0
Xj—X; )_(j

20



wobei die Existenz des obigen Grenzwertes fiir alle I, j =1,2,...,n vorausgesetzt wird.
Die Funktionen a; (), 1, ] =1,2,...,n,werden als Funktionen des direkten Materialaufwands (pro
Produkteinheit) bezeichnet.

Im Fall von

a; :kij =const, 1,j=L12,..,n, (2.2)

hat man mit homogen-linearen Aufwandsfunktionen

b, =a;x;, i,j=12,...,n, (B.5.)

zu tun [vgl. Kapitel 1].

B.2.5.

Ein allgemeinerer Fall ist die inhomogen-lineare Funktion
by =a;x; +a;, a;>0, i,j=12,..,n. (B.6.)

Diese Funktion bringt zum Ausdruck, dass im Sektor j =1,2,...,n auch dann Aufwendungen

entstehen, wenn nicht produziert wird. Es kann sich zum Beispiel um Aufwendungen handeln, die mit
vorliegender Instandsetzung der Ausriistungen verbunden sind.

Ein bedeutender Mangel der homogen-linearen Aufwandsfunktionen besteht in der Annahme der
Unabhangigkeit der Koeffizienten des direkten Aufwands

a; =k; =const, 1i,j=12,..,n,

vom Produktionsvolumen Xjs J=1,2,...,n.Diese Unzuldnglichkeit wird nattrlich teilweise bei der

Anwendung von inhomogen-linearen Aufwandsfunktionen umgangen. In diesem Fall ist es moglich,
Aufwandsersparnisse auf Grund eines héheren Nutzungsgrades der Produktionskapazitat zu
berlicksichtigen.

Im Folgenden wird ein anderer Zugang zu inhomogen-linearen Funktionen erortert:

Gegeben sei das Problem

x—a —Ax-b(x) =y (P.2.2)
mit

x:=(x)eR,

a*=(a)eR",

A=(a;): Ry =R/,

b(x) == (b(x)) € R".
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Hierbei soll b: R" — R" der nichtlineare Teil der Aufwandsfunktion b(X) sein.

Far

b(x)=0 und a*=0

hat man nun mit einem statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodell mit inhomogen-
linearen Aufwandsfunktionen zu tun. Es gilt also:

bij(xj):aij+aijxj, aij>0; i,j=12,..,n.

Es gilt nun
& 3% —i+a =a (x.), i,j=12,...n 2.3
= i =ap(x), 1,j=12..,n (2.3.)
X; X;

Der Koeffizient des direkten Materialaufwands ist in (2. 3.) nichtlinear, d. h. das statische volkswirt-
schaftliche Verflechtungsmodell mit inhomogen-linearen Aufwandsfunktionen ist nichtlinear
beziglich der Koeffizienten des direkten Materialaufwands. Dieser Fall ist besonders glinstig, da in
einer Reihe von Fillen die nichtlinearen Aufwandsfunktionen durch inhomogen-lineare Funktionen
approximiert werden.

Ein Vorzug der inhomogen-linearen Aufwandsfunktionen besteht darin, dass die Losbarkeit des
entsprechenden Modells auf die Losbarkeit des zugehorigen Modells mit homogen-linearen
Aufwandsfunktionen zuriickgefiihrt werden kann. Es gilt namlich:

x=(E-A"(y+a*). (2.4.)
Aus (2. 4.) resultiert ein anderer Vorteil des Modells mit inhomogen-linearen Aufwandsfunktionen:
Hat man die Inverse (E — A)’l, so kann man das lineare Gleichungssystem

X—AX=y+a*

im Rahmen der Anderungsproblematik behandeln.

Verfahren |

Zur Losung des Problems (P. 2. 1'.) sei folgendes Iterationsverfahren (das Verfahren der sukzessiven
Approximation | — VSA I) vorgeschlagen:

i) x’=y
i) x®=b(x"")+y, veN

<b(x2) >b(x'), Vx>, x'eRM:x* > x> O> (B.7.)

=
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<{x<v>}, veNuU{0}: VSAI >

x> x>0, veNU{0}

Beweis:
Es gilt
x® — b(X(O)) +x© (== VSA (i)
> x(© (= b(x)eR])

Es gelte die Induktionshypothese

x> x>0, (2.5.)
Es gilt dann:
X —x =p(x) —b(x*?) (- VSAT)
>0, (- (B.7.),(2.5.))
d.h.
x> x>0, veNuU{0}. g.e.d.
B. 2. 6.

Laut Bedingung (B. 7.) wird die Aufwandsfunktion b : Rf - Rf isoton vorausgesetzt. Dies bedeutet

o6konomisch, dass mit nichtfallender Gesamtproduktion keine der erforderlichen Aufwendungen
absolut abnimmt.

Im Falle

b: R" > R"

b(x?) <b(x"), vx*x'eR!':x*>x'>0,
ware die Aufwandsfunktion antiton.

Es sei bemerkt, dass sowohl Isotonie als auch Antitonie das Konstantenbleiben der Aufwandsfunktion
einschlieRen und dass eine nichtisotone Aufwandsfunktion nicht notwendig antiton ist. Antitone
Aufwandsfunktionen wird man in der Realitdt wohl kaum antreffen. In der Volkswirtschaft scheint die
Isotonieannahme der Aufwandsfunktion durchaus dem Normalfall entsprechen; dagegen ist diese
Annahme in der Betriebswirtschaft nicht immer gerechtfertigt. Diese Problematik wird spater
detaillierter untersucht.

S.2.2.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.). Es gelte ferner
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limb(x’) =b(lim(x"))) (8.8)
Dann gilt:
<{x(v’, veNuU{0}: VSA list konvergent.>
=

<(P. 2.1') ist global Isbar und x* = lim x* ist e i n e Lésung von (P. 2. 1'.)> .

V—>0

Beweis:
(=) Seix*:=limx®.
Vs
Dann gilt
X —x =p(x) +y—x™ (2.6.)

—b(x")+y—x* +b(x*) —b(x")

=y—f(x™). (mit X —b(x™) = f(x™))

Da die Folge {x"’}, v € N U{0}, konvergiert, folgt:

lim(x"*? —x") =0,

V—>0

Damit erhélt man:

0= lim(x"* —x")

= lm(y— f (x™)) (- (2.6.)

=y—lim f (x*)

= y—lim(x*’ ~b(x"))
= y—(X*—mb(X(”))
= y—(x*-b(limx™)) (- (B.8.))
=y —(x*=b(x*))
=y-—f(x*).

(<) Induktion:

Sei X* eine Losung von (P. 2. 1".):
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X*=b(x*)+y. (2.7.)

Dann gilt
X*>y (2.8.)
und
x® =b(y)+y ¢ (VSAI(i)
<b(x*)+y (- (2.8.),(B.7.)
= X*, (- (2.7.))

Es gelte die Induktionshypothese

X" < x*. (2.9.)

Dann erhélt man:

X =p(xM)+y (. (VSA I(ii))
<b(x")+y (- (2.9.),(B.7.)
=X* (-~ (B.7.) (2.10.)

Damit ist{X"’}, v € N U{0}, beschrinkt und monoton (-. (B. 7.); sie ist also konvergent. Ihr

Grenzwert |6st nach Konstruktion das Problem (P. 2. 1)) g.e.d.

S.2.3.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.). Es gelten die Bedingungen (B. 7.) und (B. 8.).
<(P. 2. 1')) hat eine mehrdeutige Losung fur ein festes y € Rf>

=

<Iim x" =x*<x ; x: eine beliebige Lésung fiir dieses feste y e R+”>.

Beweis:
Es gilt:
X =b(x)+y (2.11.)
2. (2.12.)

Wir zeigen nun, dass X eine obere Schranke der nach (VSA 1) definierten Folge {x*’}, v e N U{0},
ist (Induktion):

Es gilt
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x? =b(y)+y
<b(X)+y (- (2.12), (B.7.))

= X. (- (2.11))

Es gelte die Induktionshypothese

x™ < x. (2.13.)
Dann gilt:
XD — b(X(V)) +y (2.14.)
<b(x)+y (.- (2.13), (B.
7.)
= X. (- (2.11))

Es gilt ferner

lim x® < lim x (- (2. 14))
V—>0 V—>00
=X, (- (S.2.2.)
dh.  Xx*<X. q. e. d.

B.2.7.

Nach S. 2. 7. liefert das Verfahren VSA | im gewissen Sinne die ,beste Lésung” des Problems (P. 2. 1)),
da die Endnachfrage Yy mit der geringsten Gesamtproduktion X realisiert wird.

1 1Y) 1 1Y
Zum Beispiel 16sen sowohl Xt = (5 Ej als auch x° = (E gj die in Bemerkung B. 2. 14

angefiihrte Aufgabe. Eine Anwendung des Verfahrens VSA | wiirde jedoch stets zur Lésung x? fiihren.

Ein anderer Zugang zur Theorie der Minimaleigenschaft eines statischen volkswirtschaftlichen
Verflechtungsmodells mit nichtlinearen Aufwandsfunktionen wird in einem selbststdandigen Kapitel
diskutiert.

B.2.8.

Das Verfahren VSA kann auch mit X” =0bzw. x := x* € R"mit f(x") > y gestartet werden. Fir

den Nachweis der Konvergenz benoétigt man allerdings die zusatzliche Voraussetzung

Jeinx" eR]: f(x")>y. (2.15.)
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Diese Annahme ware auch fir S. 2. 3. erforderlich. Die Einzelheiten werden im Kapitel Il

erortert.

S.2.4.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.) und (B. 8.).

Dann gilt:

<(P. 2. 1) ist l6sbar fure in ;/e Rj> = <(P. 2. 1) ist losbar furalley [0, ;/]>

Beweis
- ()
sei{x"}, ve N U{0}bzw. {Xx }, v e N U{0}zweinach VSA | erzeugte Folgen mit X© = y bzw.

(0 - -
X =Y.AusS.2.1.folgt, dass beide Folgen nicht fallend sind. Wegen y < y und (B. 7.) ldsst sich

ferner zeigen, dass

~ ()
x" <x , veNuU{0}

~ ()
gilt. Aus S. 2. 2. ist bekannt, dass{x }, v € N U{0}, nach oben beschrénkt ist. Hieraus folgt die

Behauptung. g.e.d.

S.2.5.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".). Es gelte (B. 7.), (B. 8.) und
b(Ax) < Ab(x), VA >1 VxeR!. (B.9.)

Dann gilt

((P.2.1') ist Ioshar fireiny =y e R"\{0}) = ((P.2.1)ist losbar firalley eR!).

Beweis:

~ () -
Essei {x }, v e N U{0}eine durch (VSA ) definierte Folge fir y =Yy € R \{0}. Ferner sei

Q) ) N
{x }, veNU{0}, eine durch VERF. | definierte Folge fir y =Yy := A yfirein A >1. WegenS. 2.

~()
1. sind beide Folgen monoton wachsend, und die Folge {X }, v € N U{0}ist konvergent (da (P. 2.

1) fur y I6sbar angenommen wird und wegen S. 2. 1.).

Sei

27



() -

X <Ax , furein v e N U{0}. (2.15)

Dann gilt

RO ) -
X =b(x )+Ay

~(v-1)

<b(Ax )+Ay (~+ (2.15.), (B.7.)

~(v-1) -

<Ab(x  )+y) (- (2.9))

~)
=AX

(v)
Damit ist die Folge{X }, veN U{O} , auch beschrankt und wegen Monotonie konvergent. Es

existiert also eine Losung des Problems (P. 2. 1".) fir y = A y, falls das Problem firy =y € Rf \{0}

|6sbar ist. Die Aussage des Satzes folgt aus S. 2. 4. und der Tatsache, dass A beliebig groR gewihlt
werden kann. g.e.d.

B.2.9.

Die Bedingung (B. 9.) bedeutet 6konomisch: Erhéht man die Gesamtproduktion, so erh6ht sich der
damit verbundene Aufwand hochstens genauso schnell.

S.2.6.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.). Es gelte (B. 7.), (B. 8.) und (B. 9.). Dann gilt:

[(P. 2. 1 it Iosbar fiir einy = y € R™\{0}]

=

[(P. 2. 1) it eindeutig Isbar fiir alle y = y € R"\{0}].

Beweis:

Sei X eine Losung des Problems (P.1. 2), die als Grenzwert der durch VSA | definierte Folge
) -
{x } veN U{O}, mit X¥ := y gewonnen wurde. X* moge eine weitere beliebige Losung dieses

Problems sein. Wegen S. 2. 3. gilt

X< X*, (2.16.)

Sei ferner
AeR': min(/”t;(a—xi*) =0.

28



damit gilt
AXi—X =0,

und wegen (2. 16.): Entweder ist A =1, womit die Behauptung des Satzes als bewiesen gilt oder ist

A>1.

Wir betrachten den letzten Fall:
Da X und X* Lésungen des Problems (P. 2. 1”.) sind, hat man:

A %= x*= 2b(X) —b(x*) + (A —1)y

>b(AX)—b(x*)+ (A -1)y (- (B.9.))
> (A-1)y (- (AX>X*) ,(B.7.)
> 0. (- (y=y eR"\{0}), 2 € R\{O})

da aber der Vektor A X— X *mindestens eine Nullkomponente hat, ist dies ein Widerspruch. Folglich

ist A=1und Xx=Xx*. g.e.d.

B. 2. 10.

Die Losung des Gleichungssystems (P. 2. 1.) ist gleichbedeutend mit der Bestimmung der Fixpunkte
der Abbildung

b, =b+y: R! > R,
also aller x* € R mit
xX*=b, (x*)

=pb(x*)+Y.

B.2.11.

Im Folgenden werden die mathematischen Aussagen zunachst in voller Allgemeinheit gemacht, d.h.
spezielle Eigenschaften des Problems (P. 2. 1'.) werden nur dann vorausgesetzt, wenn sie wirklich
gebraucht werden.

S. 2. 7. (Kontraktionssatz)

Gegeben sei die auf der angeschlossenen Teilmenge D, = D kontrahierende Abbildung [Vgl. D. 1. 3.]

g:DcR"—>R".
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Es gelte ferner
9(D,) < D,
Dann hat g einen eindeutig bestimmten Fixpunkt X* € D,.
Die Folge
X" =g(x""), veN (2.17.)
konvergiert flr jedes X% e D, gegen X*.

Beweis:

Existenz:

Wegen g(D,) < D, ist die Folge (2. 17.) wohl definiert und bleibt in D, . Es gilt:

”X(vm _x®

=Jo<) -9
< ﬂ”x(v) —xt ||
Damit folgt fir $>1:

||x(”l) —_x®

9
< Z”X(w) _ D ”
u=1

<A -1+..4]) ||x(”1) —x"

< 1 ||X(V+l) — X(V)
1-4

v
b )]
1-2

{X(V)}, v € N, ist also eine Cauchyfolge und hat daher wegen der Abgeschlossenheit von D, einen

Grenzwert X* in D, .
Es bleibt zu zeigen, dass X* Fixpunkt von g ist. Das folgt aber aus:

0<x*—g (x|
<|lx*—x™ +||x(v’—g(x*)||

= e=x ]+ g (<) - g0

’

< |x*—x(v) +/1||x‘v‘1) —X*

weil die rechte Seite flir vV — 90 gegen Null strebt.
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Eindeutigkeit:

Ist
g(x)=x,, g(x®)=x*mit x'=x%,
so folgt:
X = =Ja0) - g0
<ife -]
< ||xl - x2||.
Dies ist ein Widerspruch. Es folgt Xt = X% g.e.d.
S. 2. 8.
Es gilt:
(Fein 2 [0, [ b(x*) ~b(x") < 4[| x* = x* ||, vx', X’ € R)
=N (B. 10.)
((P. 2. 1) ist eindeutig global losbar)
Beweis:

Der Beweis folgt aus S. 2. 7. unter Beriicksichtigung folgender Tatsachen:

1. b, :=b+y, R} = R] ersetzt die Abbildung g.
2. by ist trivialerweise genau dann kontrahierend, wennb es ist [Vgl. (B. 10.)].
3. AusD =R folgt fiir jedes X € R auchb, =b(x) +y € R} . Damit ist in diesem Fall die

Bedingung by(Rf) < R! von vornherein erfiillt. g.e.d.

B.2.12.

(B. 10.) ist als Voraussetzung ziemlich schwach, denn kontrahierende Abbildungen sind zwar stetig,
aber nicht notwendig (additiv) separierbar oder isoton, geschweige denn differenzierbar. Im Kapitel 11l
geben wir Bedingungen an, aus denen folgt, dass eine Abbildung kontrahierend ist. Dort werden auch
weitere Eigenschaften der Folge (2. 17.) untersucht.

S.2.9.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 4.), (B. 7.) und (B. 8.), d. h.

X=A(X)X+Yy (P.2.3))

mit
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A(x) = (a;(x)) e M (n,n).
Es gilt:
A(A(X)) <1, VxeR!: x> A(X)X.
Beweis:
Sei ein beliebiges X € R} mit
X > A(X)x (2.18.)
gegeben.. Wir nehmen an, dass
A(A) >1
gilt. Dies bedeutet:
Tkein xeR": x> A(X)x,

in Widerspruch zu (2. 18.). Daher die Behauptung. g.e.d.

B.2.13.

Die Behauptung von S. 2. 9. gilt auch fiir alle x € R] mit x = A(X)X, falls A(X) fiir alle x € R!

nichtzerlegbar ist.

S.2.10.
Es existiere
supay (X, Xpre X,) =25, 0, j=12,...,n.
xeR!
Dann gilt:
</1(A) <1mit A=(aj)eM(n, n)> (B.11.)
=
((P. 2. 3) ist global l6sbar.)
Es gilt:
x®) = A(X D)X 4y (.~ VSAI)
< AX)xM +y (- (B.7))
< AxM +y,
X" <(E-A)ly. (- (B.11)))
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Damit ist {X"}, v € N U{0}, nach oben beschrinkt. Andererseits ist diese Folge nach S. 2. 1.
monoton. Unter Beriicksichtigung von S. 2. 2. folgt dann die Behauptung. g.e.d.

B. 2. 14.

Bedingung (B. 11.) garantiert die Existenz einer L&sung von (P. 2. 3.) fur ein beliebiges y € R?, nicht

jedoch deren Eindeutigkeit. Dies wird an einem Gegenbeispiel gezeigt:

Sei
X fur xjs%
a; = . 1,j=12,..,n, y=(1/9 1/9)T.
! 1 N 1
= fir X;>=
3 3
Es gilt:
11
A=|% 3 aA)<1.
11
3
Aber sowohl
X' =(1/3 1/3)
als auch

x'=(1/6 1/6)'

stellen Loésungen des Problems dar.

S.2.11.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 3.) mit (B. 10.) und
A(X?) < A(XY), Wx*>x>0. (B.12.)

Dann ist (P. 2. 3.) eindeutig l6sbar.

Beweis:
Existenz: Siehe S. 2. 10.

Eindeutigkeit: Das Problem habe die Lésungen
X, i=12,.,m,

d.h., es gelte
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X' =AX)X +y, i=12,..,m (2.19.)
Es gilt dann
Jeinx': x'<x', i=11..,m. ("+ S.2.2) (2. 20.)
Ferner gilt fir i =1,2,...,m:
X —xt = A(X)x' = A(xH)x (- (2.19), (VSA )
< AKX = A X (- (2.20), (B.12))
= AC)(X' = x")
<AX =x).
(E-A)(X' —x") <0,
x' —x' <0, (v B.11) (2.21.)

X =x. (= (2. 20), (2. 21)) g. e d.

B. 2. 15.

Bedingung (B. 12.) heillt 6konomisch, dass bei nicht abnehmender Gesamtproduktion samtliche
direkte Verbrauchsnormen nicht abnehmen.

S.2.12.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 3.) mit (B. 7.), (B. 8.) und

1"AX*)<1"A(X) <1, vx*>x'=0, (B.13.)

wobei 122(1, .o 1)T ist.

Dann ist das Problem (P. 2. 3.) eindeutig global I6sbar.

Beweis:

Es gilt
' (x =xt) =1Ty 1" (E = A(X" 2)x" D, (- VSAI)  (2.22)

Falls die linke Seite der Gleichung (2. 22.) gleich Null ist, gilt wegen (B. 7.) x®) = x*™

existiert eine Losung.

, und damit

Ist die linke Seite der Gleichung (2. 22.) positiv, so hat man

1" (E - A(X“™)x¥™ <1"y.
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Es gilt jedoch wegen (B. 13.)
1" (E-AXY))x" P >0,

Damit ist{X"’}, v € N U{0}, fiir jedes feste y nach oben beschrankt. Dies zusammen mit der

Monotonie der Folge {x*’}, v € N U{0}, macht sie auch konvergent.

GemaR S. 2. 2. ist (P. 2. 3.) global I6sbar.

Wir zeigen nun, dass die Losung dieses Problems eindeutig ist:

Seien X, X * zwei Losungen des Problems (P. 2. 3.), wobei X als Grenzwert der durch VSA | definierten

Folge gewonnen wurde. Dann gilt wegen S. 2. 3.

X< X*, (2.23)

Ferner hat man

1T (x*—x) =17 (A(*)x*—~A(X) X)

<1 A(i)(x*—i), (-~ (B.13.)

17 (E - A(X)(x*~x) <0 (2. 24.)
Andererseits gilt

1 (E—A(x)) >0 (- (B.13.)

und wegen (2. 24.)

X*—x<0.

Dies ergibt zusammen mit (2. 23.): X = X*. g.e.d.

B. 2. 16.

Bedingung (B. 13.) bedeutet einerseits, dass mit nicht abnehmender Gesamtproduktion die
Gesamtlieferung der einzelnen Sektoren zur Herstellung einer Produktionseinheit sich nicht erhéht.
Andererseits ist sie eine Verallgemeinerung der aus dem Kapitel | bekannten Bauer-Solow-Bedingung.

B.2.17.

Zum Beweis des Satzes S. 2. 5. fiir den Spezialfall (P. 2. 3.) und des Satzes S. 2. 12. genlgte. AulRer (B.
7.), (B. 8.) eine schwachere Version der Bedingung (B. 13.), namlich

<1T AX?) <1TA(xY), vxP>xt> 0> @

1"A(x) <1, VX x> A(X)X
14.)
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vorauszusetzen.

Auf den Beweis von S. 2. 12. unter der Bedingung (B. 14.) wird hier verzichtet. Die Argumentation des
zweiten Teils des genannten Satzes behalt ihre Glltigkeit, bendtigt jedoch nicht die zusatzliche Starke
von (B. 13.).

Im Folgenden wird der Satz S. 2. 5. fiir das Problem (P. 2. 3.) neu formuliert und bewiesen:

S.2.13.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.). Es gelte (B. 7.), (B. 8.) und (B. 14.). Dann gilt:

( (P.2.3.)is losbar fir einy = y € RM\{0} )
=

((P. 2.3 is Iosbar fiir alle y e RT).

Beweis:

Sei X eine Losung von (P. 2. 3.), die als Grenzwert der durch VSA | definierten Folge
~-() - -
{x }, ve NU{0},fur y =y e R\{0}gewonnen wurde. Die Existenz der Lésung Xist durch die

Voraussetzung des Satzes und wegen S. 2. 2. gesichert.
Es gilt nun:

~() ~(v-0) (v

X =AKX )X +y

< A(ZM) . y. ¢+ (B.7.)

Damit hat man:

N NORNO)
1I"x <I"A(X )X +y

L0 20 NON.
<TTA(x )x +17y. (- (B.13.)und x >x (wegenS.2.3.))

~-(v)
A" -1"A(x )x<1y
>0. (- y=yeR\{0})

~(v) ~)
Da(l" —1" A(x )) wegen (B. 13.) streng positiv ist, ist {X }, v € N U{0} nach oben beschrankt

und damit auch konvergent. GemaR (S. 2. 2.) ist (P.2.3.) fureiny =y € R \{0} I&sbar. Wegen S. 2.

4.ist es auch fiir alle y € R} I6sbar. g.e.d.
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B. 2.18.

Im Folgenden wird das statische volkswirtschaftliche Verflechtungsmodell mit nichtlinearen
Aufwandsfunktionen von Sandberg [Vgl. Sandberg, I. W.: A Nonlinear Input-Output Model of a
Multisectored Economy. In: Econometrica 41 (1973), S. 1167-1182] behandelt. Dabei werden an die
Aufwandsfunktionen

b:R! > R!
gestellt:

i (B.3.)
ii. b: stetig differenzierbar (B. 15.)

ob.

(oder speziell wegen (B. 3.): 3 a—", i, j=12,...,n: stetig)
X .
j

i.  b(0)=0

(oder speziell wegen (B. 3.): bij 0=0,1,j=12,..,n) (B.16.)

iv. @(0) z@(x)zo, vxeR!
dx dx
(oder speziell wegen (B. 3.):

ob, b, L
K(O)ZK(XJ)ZO, VXJ- €R+, |,J:1,2,...n) (B 17)

J ]

S.2.14.

Die in (B. 2. 1.) definierte Aufwandsfunktionb : Rf — Rf erfillt die Bedingung (B. 7.), d.h. ist isoton.

Beweis:

Weil b additiv separabel ist, geniigt es zu zeigen, dass die Funktionen bij, I,J=12,...,n, monoton

wachsen.
Seien also

! " 1. ! " H
Xjs X eR: Xj < X;, j=1,2,...,n.

Dann folgt nach einem Mittelwertsatz fiir ein 4 € }X'j, XJ[ undalle i, j=12,...,n:
. L On .
bij (Xj) _bij (Xj) = a_(i)(xj - Xj)
Xij

>0 (. (B.17.)

g.e. d.
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Seien

A, BeM(n,n): reelle:A>B>0.
Dann gilt:

(E-AeM, = (E-B)eM,,.
Beweis:
Es gilt

IxeR!: (E-A)x=x—-Ax>0.
Andererseits

A>B >0 Ax > Bx.

Damit ergibt sich:

(E-B)x=x-Bx
> X — AX
>0,

dh. BeM,,.
L.2.2
Sei
f(X) :=x-=b(x).

f
Gilt fur die Jacobische Matrixj— von f(x)
X

df
—(0)eM,,,
dX( )eM,,
so gibt es fiir alle X', x* € R eine M — Matrix
B(x', x?) 2ﬂ(0)
dx
mit

f(x) = f(x*)=B(x", x*)(x" = x°).

Beweis:
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Die Anwendung eines Mittelwertsatzes [Vgl. Ortega, J. M.; Rheinboldt, W. C.: Iterative Solutions of
Nonlinear Equations in Several Variables, New York-London, 1970, S. 68f.] ergibt

f(x")— f(x*)=B(x", X*)(X" = x,)

mit
Z_ii(Xerﬂl(Xl_xz)) o 2_21()(24_/11()(1_)(2))
B(xl,xz):: Coe e ’
of of,
axl(xz”n(xl‘xz)) S axn(xz”n(xl‘xz))
wobei
s Aoyl €10, 1
gilt.
Wegen
of o oby i
a_xj(x)_gij ax; (xj), ,bj=L12,..,n,
folgt:
d by,
=S h(d-d)) - S a(d-1))
B(x", x?) =
b b,
Ba(eealeoe)) o Tepreabix)
Wegen
an, b,
! axll(o) X, ©
df '
&(O)z .
b, oo,
~S(0) o 0

und (B. 17.) folgt
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B(x", x%) zj—f(O).
X

Ldr e L
Weil — eine M — Matrix ist, ldsst sich wegen (B. 17.) Das Lemma L. 2. 1. anwenden. Damit ist

dx
B(x", x*) eine M — Matrix.

df
&(O)E MM'

Dann gilt stets fiir alle x*,x* e R :

f(xH)>f(x*) = x'>x%

Beweis:

Unter Anwendung von L.2.2. ergibt sich:

0< f(x)—f(x?)

= B(x', x*)(x* = x?)

mit einer M — Matrix B(x", X?). Wegen B(x",x?)™ > 0 folgt X' —x* >0.

B.2.19.

Satz S. 2. 14. verallgemeinert die Aussage von S. 1. 4. und besagt, dass eine Erh6hung der
Endnachfrage eine Erhéhung der Gesamtproduktion erfordert (vgl. B. 1. 3.)

S.2.15.

Sei
df
&(0) eM M*

Dannist f injektiv.

Beweis:
Sei
f(x") = f(x*),

d.h.

40

g.e.d.

g.e.d.



f (Xl) > f (X2) A f (Xl) <f (Xz).
Dann folgt wegen (S. 2. 14.)
X'>x> A X'2x*,

also

g.e.d.

B. 2. 20.

S. 2. 15. bedeutet: Jede Endnachfrage kann mit genau einer Gesamtproduktion realisiert werden.

L. 2.3.

Seit:R! — R stetigmit t(0) =0. Sei
D:={x|xeR,t(x)20}.

Es gelte ferner:

(i) Fir jedes Yy € R",y >0 und jedesa > 0 mit ay e t(D) gibt es eine positive reelle Zahl
B, sodass (a+y)y et(D)istfuralle y €10, g].
(ii) Fir jedes € > 0gibt es ein 0 >0, so dass fir alle X € D mit ||X||2 > gilt ||t(x)||2 > .

Dannist t(D) =R!. Ist t/ D injektiv, so ist die Umkehrabbildung (t/ D)f1 R — D stetig.

Beweis:

Um zu zeigen, dass t(D) abgeschlossen ist, wéhlen wir eine Folge {y“)} e N, mit

y" et(D), i=12,...und !LrL] y© =y. wegen t(D) c R'bgilt Y € R}, zu zeigen ist jetzt, dass es
ein X€ D mit t(x) = y gibt. Wegen y(i) Et(D) gibt es eine FoIge{Xi},i e Nmit xX® € D und

t(X(I)) = y(l),i :1, 2, .. Aus Bedingung (ii) folgt, dass{xi},i € N unbeschrinkt ist und somit eine
U
konvergente Teilfolge{X },i€ N enthilt.

~ ()
Seix:=limx .EsgiltXe D, weil D wegen der Stetigkeit von tabgeschlossen ist. Weiter folgt

- () ~ (@
t(x)=t(limx )=limf(x )=y.
Also t(D)ist abgeschlossen.

sei Y € R"und y >0.Wegen0 et(D) ist
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M :={5|5eR!,ryet(D) firalle r [0, 5]} = @.

Sei A :=sup M . Angenommen, es sei A <. Dann folgt 1y e t(D), weilt(D) abgeschlossen ist.

Wegen Bedingung (i) gibt es dann ein 8 > 0, sodasszy e t(D) st furalle7 € [0, (/1 +ﬂ)] Das ist
ein Widerspruch zu A =supM . Also gilt 7y € t(D) fiir alle7 > 0. Damit folgt

{y| ye R“,y>0}ct(D).
Wegen der Abgeschlossenheit von t(D)und t(D) e Rf erhilt man damit t(D) = Rf.

Sei weiter t/ D injektiv und t(x) = y fireinXeD. Sei {y“’},i e N, eine Folge in R mit

limy® =y. Sei {X(i)} .1 € N, die durch t(XI) = y(l), 1=1,2,...N,in D definierte Folge. SeiXein
I—00

R ~(I) . .
beliebiger Hiufungspunkt von {X(')} ,ieN,und {x },ieN, eine Teilfolge von {X(')} .1 e N, die

gegen Xkonvergiert. Wegen der Abgeschlossenheit von D istxeD, und wegen der Stetigkeit von t
folgt:

t(x)=y= !Lrgt(i ) =t(!LrL1;< ) = t(x).

Weil t/ D injektiv ist, folgt X = X und Xist der einzige Haufungspunkt von{X(i)} ,ieN, dh.

limx® =x.
1—00
-1
Die Abbildung (t/ D) ist also stetig. g.e.d.
S. 2. 16.

Die Matrix 3_f(0) ist genau dann M — Matrix, wenn es fir jedes Y € Rf genauein X € RE mit
X
f (x) = y gibt, X stetigvon Y abhingt und fiir alle Y € RE gilt:

7 (y) =My+0(y)

. . 0O
mit M € MM und einer stetigen Abbildung O: Rf — R" mit |ImM

=yl

Beweis:

- - - -
Sei S eine Umgebung des R, und b:E — R, b(x):= Zb (X;), eine Abbildung mitb | R =b
i

und

42



-]

b . éb,
—(x)=—=-(0
S )5 ©

fur alle X € S mit Xj <0. seiferner % =id —l;).

=
Sei i(O) eine M — Matrix.
dx

Wegen (B. 17.) und (L. 2. 1.) ist c:j—f(x) furalle Xe S eine M — Matrix. Insbesondere gilt
X

df (x) |#0 fur VXxeS.

det| —
dx

Damit ist ]: ein lokaler Diffeomorphismusvon S inR". Sei Y € Rﬂ, y>0 und & € Ri , S0 dass es
ein X€E Rf gibt mit f (X) = ary . Es existiert eine Umgebung vonX, die bijektiv auf eine Umgebung

von XY abgebildet wird. Deshalb gibt es eine positive reelle Zahl /2 und ein Xy €S , S0 dass
f(x,)= (0{ + }/) Yfiralle y € ]0, ,3] .Wegen f(X)=ay<(a+y)y="f(x)folgt mits.2. 14, dass

furalle y € ]0, ﬂ]gilt X< X,. Damit erfillt f die Voraussetzung (i) von L. 2. 3.

Wegen L. 2. 2. und f (0) =0gibt es furalle X € Rf eine M — Matrix B(x) mit f (x) = B(x)-x und

B(x) zg_f(O). Dann ist auch B(x)-x zg_f(O) .x furalle X€ Ri und damit:
X X

2 2
[0l <[00 2.26)
2
> ﬂ(0)-x
dx )
. df |, df - .
Die durch C ,:d_(O) .d_(O) definierte Matrix ist wegen
X X

;
df ) df df ) df
Tollol =(%o] Lo
{(dx< )] S )] Lo) Lo
1,2 n
symmetrisch. Deshalb gib es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren Z,Z",...L_ von C und die

zugehorigen Eigenwerte 11,12,---,/1,] sind reell.

n
Sei X € Rf und X= Z“i Z' eine Basisdarstellung von X. Dann folgt:
i=1
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Wegen

ist C>0.Da C auRerdem invertierbar ist, folgt:

Wegen

CR

=X'Cx

(g g

:ZZaiaj/%j (Zi)T z!

.
zTCz:(g—f(O)-zJ ﬂ(O) z>0, VzeR"
X

A= mln/l >0.

1<j<n

E=xTx=3 Y aa, (@) 2 =Y a?
i=1

i=1 j=1

ergibt sich jetzt aus (2. 27.) — (2. 28.):

100l = 2.

df .\ df
(&(@j -&(0)%

(2.27.)

&
Unter Benutzung dieser Abschitzung erhalt man fir ein £ > 0ein ¢ > 0 namlich 0= ﬁ, so dass

fir alle X € R} mit ”X”2 > 0 gilt:

LOTENZER



z\ﬁ-ﬁ
=¢.

Also ist Bedingung (i) von L. 2. 3. erfullt.

Durch Anwendung von L. 2. 3. ergibt sich, dass zu jedem Y € Rf ein X € Rf existiert mit f(xX) =y

Dieses Xist wegen S. 2. 15. eindeutig bestimmt und hangt wegen L. 2. 3. stetig von Y ab.

df o . . . . .
Wegen det q (0) |#0 ist f im Nullpunkt ein lokaler Diffeomorphismus. Es gibt also eine offene
X

o(y)

Umgebung U (0) und eine stetige Abbildung 0:U (0) — R" mit I|m , so dass wegen f (x)=0

faralle y e f (U (0)) gilt:
- -1

f =t @+

(0)(y—0)+0(y-0)

-1

= O(lj—f(O) +0(y).
X
Daraus folgt fiir Y € Rf
fl(y)=(‘;—f(0)j y+0(y)
X

. -1
mit einer AbbildungO . Rn - Rn die wegen der Stetigkeit von f stetig ist und fir die wegen
(y) 0.

o|R! n(0) =ogilt: IIm

(<)
Wir nehmen an, dass die Umkehrabbildung f R c f(R ( ) - R existiert und stetig ist und dass
furalle Y € RE gilt:
-1
7(y) =My +o(y),

o(y)

=0 ist.
> |yl

wobei M € MM und O R — R"eine stetige Abbildung mit I|m

45



Die Abbildung % ist im Nullpunkt stetig differenzierbar. Es gibt also eine offene Menge U (0) und eine

Abbildung 0 :U (0) — R" mit, so dass fiir alle x U (0) gilt:

f(x) = 1:(0)+(j(j—:(0)(x—0)+6(x—0)

df -
ZK(O)X—FOX.
Damit erhalt man fur alle Y € Rf mit f_l(Y) eU (O) :
y=f(t(y)
= £ (My-+o(y))
=< @My+ < 0)0(y) +o(My +o(y)
X dx
Daraus folgt

(E—%(ow)y=%(0)o(y)+6(My+o<y»

und weiter

_dt o) | o(my +0(y)) _

(E- (O)M)
||y|| dx vl I

Nach Definitionen der Abbildungen 0und 0geht die rechte Seite fur y — 0 gegen Null.

df df )" df )"
Alsoist| E=—(0)M |=0, d.h. M =| =—(0) | . Weiter muss gelten, dass | —(0) | >Oist.
dx dx dx
Denn wiére das nicht der Fall, so gébe esein Y € Rf , derart dass eine Komponente von

-1
f1(y) = (% (O)j +0(y) negativ wére. Also ist %(0) eine M —Matrix . g.e.d.

B. 2. 21.

Sandberg gibt zur Losung des Problems (P. 2. 1".) mit (B. 3.). B(5) — B(17) ein globales Newtonsches
Iterationsverfahrens an, fir dessen Konvergenz zusatzlich die (einschneidende) Voraussetzung
notwendig ist, dass

b: konkav (B. 18.)

oder speziell wegen (B. 3.), (B. 15.)
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j j
%(x}) 2%(xf), vxi =X 20, j=1..,n, (2.28)
j J
gilt.

Das Verfahren wird im Kapitel lll ndher untersucht [Vgl. S. 3. 19.].

B. 2. 22.

Sandberg gibt einen weiteren Existenzsatz an, fiir den nicht alle in B. 2. 18. gemachten
Voraussetzungen bendtigt werden und der deshalb wesentlich allgemeiner als S. 2. 16. ist. Fur
unseren Beweis wird lediglich L. 2. 3. benotigt.

S.2.17.

Die S eine offene Umgebung des Rf und f:S— R" eine stetig differenzierbare Abbildung mit

f(0) =0. Sei g_f(O) eine M —Matrix fir alle X € S . Dann gibt es ein eindeutiges X € R, mit
X

f (X) = y genau dann, wenn fiir jedes & > 0ein J > 0 existiert, so dass fir alle X € RE mit ”X”2 >0

gilt ” f (X)”2 2&.

Beweis:

Siehe Sandberg, S. 1181f.

B. 2. 23.

Im Folgenden wird ein statisches volkswirtschaftliches Verflechtungsmodell diskutiert, das im
gewissen Sinne eine Verallgemeinerung der Problemstellung von Sandberg darstellt:

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".), wobei die Aufwandsfunktion b: RE - Rf folgende Bedingungen

erfullt:

1) (B.7)
2) (B.16.)
3) (B.18.)

d.h.

b(Ax +(1-2)x*) 2 Ab(x") + (1-A)b(x*), VX', x* eR}; VA >1 (2.29.)
4) D istfiralle X € RS Frechet-differenzierbar, d. h. es existiert b'(x) fur alle X € Rf

Bedingung (B. 29.) impliziert insbesondere (B. 9.).
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Bedingung (4) ist eine Verallgemeinerung der Bedingung (B. 15.). Sie bedeutet: Jede infinitesimal
kleine Anderung der Gesamtproduktion hat eine infinitesimal kleine Anderung vom Aufwand zur
Folge.

B. 2. 24.

Wegen der Differenzierbarkeit von b(x) resultiert aus (2. 29.) die Ungleichung
2 1 viVv2 Wl 12 n
b(x") =b(x’) <b'(X')(x" - Xx'), ¥x',x" € R}, (2.30.)

wobei b'(x) die Frechet-Ableitung der Abbildung bim Punkt Xist.

B. 2. 25.
Sei

b,(x):=b(x)+y, yeR]. (2.31.)
Offensichtlich erfullt auch by (X) die Bedingung (B. 18.) und folglich die Ungleichung (2. 30.):

b(x*)-b(x") <b, (x)(x* - x")

=b'(x)(x*-x"). (2.32)

Wie in B. 2. 10. bemerkt, ist die Losbarkeit von (P. 2. 1".) unter den Voraussetzungen 1) — 5) dquivalent
der Losbarkeit von

x=b,(x). (2.33.)

S.2.18.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.), wobei die Aufwandsfunktion b: Rf - RE die in B. 2. 23.

0 n
gemachten Voraussetzungen erfiillen mége. Ferner sei ein festes X € R+ \{O} und eine Konstante

Ale [O, 1[.
Dann gilt:

(b(x)<Ax) < ((P.2. 1) ist global Isbar).

Beweis:

(=)

Es gilt
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b,(Y)2y. (2.34.)
Sei

t,>0: y<t,(1-2)x"
(Die Existenz von to ist dadurch gesichert, dass x° > O gilt.)

Ohne Beschrdankung der Allgemeinheit sei to >1 ks gilt dann:

by (toxo) = b('[OXO) ty

<th(x")+y ¢ (B.9))

<t Ax° (- (B.19.)

<tx° (2.35.)

y <t,x° ¢+ (B.7.), (B.20))
y<x<tx’,

Da die Menge [y, tOX] beschrdnkt, konvex und abgeschlossen ist, hat die Abbildung by nach dem

Fixpunktsatz von Brouwer auf dieser Menge mindestens einen Fixpunkt.

AuRerdem gilt flr die Folgen

bzw.
- () -0 ~-(v) ~(v-1)
{x } x=y, x =b(x ) veN.
limx®) = x*
bzw.
~(v)
limx =x*.
Dabei gilt:
X*=h, (x*)
bzw.
~*_ ~*
x* =D, (x*).
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Es gilt ferner:
X'V <x peN

~(v-1) ~(v)
X <X , veN

(<)
Es gilt laut Voraussetzung
0<x*<b(x%)+y"
Sei nun
f>00 y° > pBx
Dann gilt:

b(x")=x"+Y’

<X = px°
=(1-p)X°
= Ax°
mit
1-p=A7. g.e.d.
S.2.19.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.). Dabei moge die Aufwandsfunktion b: Rf - RE die Bedingung (B.

7.) erfillen.

Dann gilt:

(B.19.) & ((P.2.1')ist global losbar).

Beweis:

Der Beweis folgt aus dem Satz von Birkhoff und aus der Tatsache, dass eine monotone Abbildung

bezliglich der Menge [y, tOXO] invariant ist. g.e.d.
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B. 2. 26.

Im Gegensatz zum Satz S. 2. 18. garantieren die Bedingungen von S. 2. 19. nicht die Konvergenz der
Folgen

{3, xX=y, x=b,(x"7Y), veN

y

bzw.

~-(v) -0 ~-() ~(v-1)

{x } x=y, x =b(x ), veN

gegen eine Lésung des Problems (P. 2. 1.).

B. 2. 27.

Die Bedingung (B. 19.) garantiert nicht die Eindeutigkeit der Losung von (P. 2. 1'.). Hierzu kénnte
folgendes Beispiel betrachtet werden.

Sei
T T
b(x, %) =(Vx % )+ y=(0, 2)".
b(x) erfillt die in B. 2. 23. angefiihrten Bedingungen und (B. 19.).

(Zur Uberpriifung von (B. 19.) geniigt es, X\ = (4, 4)T zu wéhlen, woraus /] = % <1 resultiert.)

S.2.21.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunktion b: Rf - RE die in B. 2. 23.

angefiihrten Bedingungen erflillen moge. Es gelte ferner (B. 19.) und
<b'(x) ist fiir kein x e R" \{0} Zerlegbar.> (B. 20.)
Dann gilt folgendes:

0
A. Das Problem (P. 2. 1’.) hat fuir jedes Y € RS\{O} eine eindeutige Losung x* = x(y).
B. Die Folgen

- -0 - ~(v-D)
{x } x=y, x =b(x ) veN

konvergieren monoton gegen X *. Dabei gilt:
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C. Die Folge
~v) ~(v-1)

x =b(x ), veN,

0
konvergiert fur ein beliebiges X € Rf \{O} gegen X*

Beweis:
A:

1 2
0 — —
Das Problem (P. 2. 1’.) moge fir Y > 0 mindestens zwei verschiedene Lésungen X ,X >0 haben:

1 1

X =b(x)+Y°

2 2

X =b(x )+y°.

1 2 2 1
Offensichtlich gehort dann einer der Vektoren (X —X ), (X —X ) der Menge R nicht an. Es gelte

1 2
2.B. (x —X ) ¢ R". Dann hat man:

(X —% ) =b(X )=b(X )

<b'(x )X =X ).

Da der Operator b monoton ist, ist seine Frechet-Ableitung b'(X) (x e R?) ein positiver linearer

Operator. Unter Beriicksichtigung von der obigen Ungleichung und nach dem Satz liber Abschatzung
(nach unten) des Spektralradius eines positiven linearen Operators [Vgl. Krasnoselski, M. A. u a.:
N&dherungsverfahren zur Losung von Operatorgleichungen, Akademie-Verlag, Berlin, 1973] erhélt

r[b'(iz)}ﬁ.

Setzt manin (2.30.) x> =0, X* = X ein, so ergibt sich

2 2 2

b(x )<-b'(x )X,
d.h.

2 2 2

b(>_( )Zb'()_( ))_( .
Also
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2

x2=b(x )+V°
> b()_(z)

_2
>h'(x ),
d.h.

_2 _2 _2
b'(x )x <x .
Aus der letzten Ungleichung und dem Satz (iber die strenge Abschatzung (nach oben) des
Spektralradius eines linearen positiven nicht zerlegbaren Operators [ebenda]resultiert:

{b'(iz)}sl.

2
Dies widerspricht jedoch der Behauptung I |:b '(x )} >1.

B:
Beim Beweis von Satz S. 2. 18. wurde gezeigt, dass

~(v)

x<x , veN

) i}
gilt und dass die Folgen {{X(“) }}, {x }, ve N U{0}monoton gegen die Lésungen x*, x*

konvergieren. Auf Grund der Eindeutigkeit der Lédsungen X* = X* schlieRen wir auf die Konvergenz
der beiden genannten Folgen gegen X*.

C:

Siehe Stecenko, V. Ja.; Tumanoy, L. A.; Sutov, V. G.: K teorii nelinejnich modelej meZotraslevovoj
balansa. In: Modeli | metody analiza ekonomiceskych celenapravlennych systemy, Novosibirsk 1977.
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Verfahren zur L&sung nichtlinearer
Input-Output-Modelle

B.3.1.

Im Kapitel Il wurde das Verfahren VSA I:
i) xO =y (VSA 1)
i) X" =b(x" ) +y, veN,

zur Losung des Problems (P. 2. 1.) vorgeschlagen und dessen wichtigste Eigenschaften im
Zusammenhang mit der Losbarkeit des genannten Problems untersucht. In diesem Kapitel werden
zunachst weitere Eigenschaften dieses Verfahrens aus numerischer Sicht und insbesondere in
Verbindung mit der Kontraktionsbedingung erértert (Vgl. B. 2. 10, B. 2. 11.,S5.2.7.,S. 2. 8.).

S.3.1.
Gegeben sei
b: DcR" —>R",
K, ={x|xeR" [x-x| <8} =D, x"eD, §>0

und b auf K, kontrahierend mit dem Kontraktionsfaktor 4 <1.

Ferner sei
f:id-b
und
K, :={y|yeR", y—f(x°)||£(1—/1)5}.

Dann gibt es fiir alle y € K, ein eindeutig bestimmtes X* e K mit

FO) =y,
und die Folge
X" =b(x"")+y, veN

konvergiert gegen X *.

Beweis:
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Fur ein festes y € K, sei die Abbildung g : D < R" definiert durch
g(x):=b(x)+y
=x—(f(x)-y), vxeD.
Dann ist g trivialerweise auf K kontrahierend. Fiir alle X € K, gilt dann:
J900-x] < g ()~ g(<)+ g (x) x|
<aper 4]0
<A6+(@1-4)o
=5,

d. h. es gilt g(K,) < K,. Nach Satz S. 2. 7. hat g dann einen eindeutig bestimmten Fixpunkt X in
Ko:

x* = g(x*)
—b(x*)+y,
also
FOe%) =y,

und die Folge X" :=b(x"™)+y, v e N, konvergiert gegen X*. g.e.d.

B. 3. 2.

Der Satz S. 3. 1. gewdhrleistet die Eindeutigkeit der Lésung nur in K, nicht aberinD.

B. 3. 3.

Der Kontraktionssatz S. 2. 7. hat die angenehme Eigenschaft, dass er eine leicht berechenbare
Fehlerabschatzung liefert, die beim v —ten Schritt des Iterationsverfahrens die Abweichung vom

Grenzwert in Abhingigkeit vom letzten Schritt und der Kontraktionskonstanten A ausdriickt:

S.3.2.

Unter den Voraussetzungen des Satzes S. 2. 7. gilt fiir die Folge (2. 18.) die Fehlerabschatzung:
A _
”X(v) _ X*” < ”X(v) VY ” (3.1)
1-4

<2 ]a0)-x9], ven,
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wobei A <1 die Kontraktionskonstante der Abbildung g ist.

Beweis:

Es gilt fir ein ¥ >1 [vgl. den Beweis vom Satz S. 2. 7.]:

e e N

< A

” XD _ y ()
1-2

|
Durch den Grenziibergang ¢ — o folgt daraus:

”X(V)_X*”S A ||X(v+1)_x<v)
1-2

Jetzt folgen die behaupteten Ungleichungen unter Benutzung von

||X(V+l) _ X(V) — ||g (X(V)) _ g (X(V_l))”

< ﬂ,”X(V) —x ” g.e.d.

B.3.4.

In den nachfolgenden Aussagen befassen wir uns mit einer Sensitivitatsanalyse des statischen
volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodells mit kontrahierender Aufwandsfunktion. Zunachst
wenden wir uns der Fragestellung zu, was mit der Losung passiert, wenn man vom

Endnachfragevektor y auf einen anderen Endnachfragevektor y ubergeht. Ist die Losung stabil?

Das heilst andert sich der Vektor der Gesamtproduktion nur wenig, wenn der Endnachfragevektor
wenig verandert wird?

S.3.3.
Seib: Dc R" = R" kontrahierend mit A <lund f: D — R" definiert durch
f(x):=x-b(x), VxeD.

Dannist f: D — f (D) bijektiv, f " stetigund es gilt:

Hf-l(y)— ()

1 ~ ~
<——lly-y|, vy, yef(D).
1—1Hy yH y,y e f(D)

Beweis:

Firalle y € f(D)gilt x=b(x)+Y fiirein X € D, d.h. X ist Fixpunkt der kontrahierenden Abbildung
b+ Y. Nach dem Beweis von S. 2. 7. ist dieser Fixpunkt aber eindeutig. Damit folgt die Injektivitit von
f,und f:D — f(D)ist bijektiv.
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Weiter gilt fur alle X, ;( eD:
I1F() = £ Il x=x= (b () ~b () |

2

nx—in—mxm—bdﬂﬂ

2| x—x || -4 [| x—x]|
= (- A)lIx=x].

Seien v, ;/ e f(D)undx, xeD mit f (X)=Yyund f(;() = ;/ Dann folgt:
) -2 W = [x=x]]

1 :
< 7 1Te=T00l

=Ly
1- A '

Dies ist die behauptete Abschitzung, und aus ihr folgt die Stetigkeit von f . g.e.d.

B.3.6.

Man kann weiter fragen, was geschieht, wenn man von der kontrahierenden Aufwandsfunktion b zu
der Aufwandsfunktion b Gibergeht, oder noch allgemeiner von der Iterationsfunktion g(x) =b(x)+y

zu g(x) =b(x) + y . Die Abbildung g braucht hierbei nicht notwendig kontrahierend zu sein. Der
folgende Satz beschreibt das Verhalten der Folgenglieder:

S.3.4.

Sei D R und g:D — D eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktionskonstanten 4 <1.

Seig:D — D, und es gelte fiirein € >0undallexeD:

lg()-g() <.

(0 _( @  _( ) (v-1) =0 =(v-1)

Seien X ,X €D, X <x , X =g(x )undx =g(x )firveN.

Dann gilt firalle ve N :

RO vl
Ix —x | <e) A
=0
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Beweis:

Wir beweisen die Abschatzung durch Induktion GberV :
Der Fall v =1ist klar.

Die Behauptung sei fiir V richtig. Dann folgt:

RO () ~») ) B (%)
Ix =x | < [lgx )—gx )+llg(x )—g(x )l

) w)
<Ax —=x |l+e

szgvz_lzug

j=0

= giﬂj . g.e.d.
j=0

B.3.7.

Falls g einen Fixpunkt hat (z.B. falls g kontrahierend ist), kdnnen wir den Abstand der L&sungen mit

folgendem Satz abschatzen:

S.3.5.

SeiDc R! und g: D — D kontrahierend mit A <1. Sei é : D — D und gelte fir ein £ >0 und
allexeD:

lg()-g() | <e&.

Sei X* Fixpunkt von g und X* Fixpunkt von g . Dann gilt:

&

| x*—x*|| < .
1-2

Beweis:

Trivialerweise gilt fiir allev € N wegen der Kontraktionseigenschaft von gundS.3.4.:
X =x*[| < [lg(x*) =g (x®) [+ g(x*) =g (x*) |

- = V71 .
<A | X =x*||+ed_ A7,

=0

Beim Grenziibergang V — 90 geht der erste Term gegen Null und der zweite gegen
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B.3.8.

Wenn wir mit der Abbildung g statt mit g iterieren, so bendtigen wir eine Abschatzung fiir
Fehler, den wir dabei machen. Dies liefert der folgende Satz:

S.3.6.

den

Sei Dc R und g: D — D kontrahierend mit A <1. Sei ferneré : D — D, und es gelte fiir ein

g>0undallexeD:

lg()-g() <.

=) - (D -
Sei X* Fixpunktvon gund X =g(X ), veN, das Iterationsverfahrenvon g .

Dann gilt
=) 1 _(0) - _(0
Is=x = e+ 271X —g(x )l YveN.

Beweis:

(R ()

Sei x =x und x" =g(x*™®)furveN.Dann folgt wegens.3.2.undS. 3. 4. furve N:

=(v) ) ) -

es=x I < fIx*=x 4% —x |
v _(0) vl
e L (GBI EY
v () —() v ~ =0 =(0) v-l
ST =90+ a0x =90 )32
v -0 - (09 v

<2 % —gx YL eS
) 1274

A - e A
1-1 1-4 1-4

i =0 - (0 1
X —0g(X +&E——
Ix —g0c )ll+e—

1-4
2 (0 - _(0
s+ A" | x —ag(x .
5 Ix —g( )||J
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B.3.9.

In den nachsten Satzen geben wir Bedingungen an, aus denen folgt, dass eine Abbildung
kontrahierend ist.

Wir beginnen mit einem Satz, der Auskunft Gber die Losungsmoglichkeit eines statischen
Verflechtungsmodells mit nichtlinearen Aufwandsfunktionen gibt, dessen Iterationsverfahren

g =b+ Yy zu einer kontrahierenden Abbildung ,ahnlich ist.

S.3.7

Sei D = R"abgeschlossen, g : D — R" eine Abbildung mith: D — D. Sei ferner g(D) < D ein

Homomorphismus, so dass die Abbildungh™ o g o h kontrahierend ist.
Dann hat g genau einen Fixpunkt X* und das Iterationsverfahren
X" = g(x™), veNu{0},

konvergiert flr ein beliebiges x?eD gegen X*.

Beweis:
Die Abbildung h™ o g o hiist kontrahierend und bildet D in sich ab, besitzt also nach dem
Kontraktionssatz S. 2. 7. einen eindeutig bestimmten Fixpunkt X*. Aus h™ o g o h(x*) = x* folgt

g(h(x*)) = h(x*). h(x*)ist also der eindeutig bestimmte Fixpunkt von g . Das Iterationsverfahren

_(v+1) ~()

X =htogoh(x ), veNuU{0}

~(0) -
konvergiert fir alle X € D gegen y*. Weil h Homomorphismus ist, konvergiert dann auch

~(v+1)
XU =h(x )

-

=g(h(x ))
=g(x")

-(0) ~
firalle X? =h(x )eD gegen x*= h(x*). g.e.d.
B. 3. 10.

Die Voraussetzungen des Satzes S. 3. 7. sind speziell erfiillt, wenn der Homomorphismus h durch eine
invertierbare, nichtnegative Diagonalmatrix gegeben ist. Analog wie im Kapitel | kann man den

Ubergang von g zu h™ o g o hals Wahl neuer MaReinheiten fiir die Produkte deuten.
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S.3.8.

Sei D = R"konvex und die Abbildung b: D — R" stetig differenzierbar (B. 15.).

db
<H&‘X)

Dann gilt:

S/1<1,VXED> = (B.10.).

Beweis:

Nach einem Mittelwertsatz gilt fiir alle Xt x2eD:

|b(x") —b(x*) |I< sup @(xl +a(x* —xY) -||x1 - x2||,
o<a<t|| OX
woraus nach Voraussetzung folgt
(") =b(x*) || <A[x=x*|, 2<1. g.e.d.

B.3.11.

Nach S. 3. 8. muss man also erreichen, dass eine Norm der Jacobischen Matrix der Aufwandsfunktion
kleiner oder gleich einer reellen Zahl A <1list.

S.3.9.

Sei D = R" konvex und die Abbildung b: D — R" stetig differenzierbar. Ferner gebe eseinxe D,
so dass

db -
E-22(x) |eM
( dx()]e .
ist und
B osP 50, wxeD,
dx dx

gilt. Dann ist b kontrahierend.

Beweis:

db - o - .
Wegen | E —d—(X) € M,, existiert eine nichtsinguldre, nichtnegative Diagonalmatrix P, so dass
X

gilt
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<1.

H d—b(;()P

Aus (3. 2.) folgt wegen P,P™* >0

Pldb Pl@

(X)P> (X)P>0, vxeD.

Damit erhélt man:

@()P

, VxeD.

, db
—(x)P
o )

Damit haben wir eine Norm gefunden, in der die Voraussetzung von S. 3. 8. erfiillt ist. Die Abbildung
b ist also kontrahierend. g.e.d.

B. 3. 12.

In B. 2. 8. wurde bereits angedeutet, dass das Verfahren der sukzessiven Approximation VSA nicht nur
fur x© := y konvergiert.

S.3.10

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.) und (B. 8.). Zur Lsung dieses Problems sei folgendes
Iterationsverfahren (das Verfahren der sukzessiven Approximation Il — VSA Il) vorgeschlagen:

~(0)

i) x =0 (VSA 1)
~) )

i) x =b(x )+y, veN.

Unter der Bedingung

Jeinx" eR]: f(x")>y (B. 25.)
gilt:
~ ()
{x }, veNuU{0}: VSA Il ist konvergent
=4
- ()
(P.2.1") ist global I6sbar und x*=limx isteine Losung von (P. 2.1")

Beweis:
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(=)

Analog dem Beweisvon S. 2. 2. (=).

(<)

Dieser Teil wird durch zwei Behauptungen bewiesen:
Behauptung 1:

Es gilt

“wH)  _ ()
X >x =0, veNu{O}.

Beweis der Behauptung 1 durch Induktion:
Induktionsanfang:

)
X =b(0)+y (- (VAL i)

>0

~(0)
=X

Induktionsschritt:

Mit der Induktionshypothese

~ () ~(v-1)
X =X >0, veNu{O},

folgt
4D Z() ~) ~(v-)
X —=x =b(x )-b(x ) (-.- (VSAI))
>0, (== (B.7.)
d.h.
4D )
x =x 20, veNuU{0}.
Behauptung 2:
Es gilt

~ () -
x <x* veNu{o0}.

Beweis der Behauptung 2 durch Induktion:

Induktionsanfang:

~(0)
.o + n
X =0<x" (X" eR)
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Induktionsschritt:

Mit der Induktionshypothese

-

X <x'
folgt:
~(v+1) -
X =b(x )+y
~(v)
<b(x )+ f(x") (- (B.
25.)
~(v)
=b(x )+x" =b(x") (- f(x")=x"=b(x"))
<x'. (.- (B.7.)

Damit ist Behauptung 2 bewiesen.

Da eine monoton wachsende nach oben beschrankte Folge konvergiert, ist mit diesen beiden
Behauptungen Teil (<=) bewiesen. g.e.d.

S.3.11.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.) und (B. 8.) und (B. 25.). Zur Lésung dieses Problems sei
folgendes Iterationsverfahren (das Verfahren der sukzessiven Approximation Il — VSA 1)
vorgeschlagen:

(0)
) x =x"(x"eRM:f(x")>y) (VSA 1)
(v) (v-1)

i) X =b(x )+y, veN.

Es gelte:
RG)
{x }, ve NuU{0}: VSA Il ist konvergent

S

B NG
<(P.2.1‘.) ist global I6sbar und x*:=limx isteine Ldsung von (P. 2. 1'.)>.
Beweis:

(=)

Analog dem Beweisvon S. 2. 2. (=).

(<)
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Dieser Teil wird durch zwei Behauptungen bewiesen:

Behauptung 1:
Es gilt

_ (v+1) _ )
X <X

Beweis der Behauptung 1 durch Induktion:

Induktionsanfang:

@
X =b(x")+y

<b(x")+ f(x")
=b(x")+x" —b(x")
=x".
Induktionsschritt:

Mit der Induktionshypothese

RO

X <X
folgt
_(v+1) _(V)
X =b(x )+y
(v
<b(x )+y
RG
=X

Damit ist Behauptung 1 bewiesen.
Behauptung 2:
Es gilt

)

X <X* VeNu{O}.

Beweis der Behauptung 2 durch Induktion:

Wir zeigen (indirekt), dass

X" >x*  x*=b(x*)+y
gilt:
Induktionsanfang:

Es gelte entgegen der Behauptung
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X" < X*,
Dann gilt wegen (B. 7.)
b(x") <b(x*). (3.3

Andererseits gilt wegeny < X" —b(x"):
X*=b(x*)+y

< b()_(*) + X" —=b(x")
<x', - (3.3))
entgegen der Annahme. Daher die Behauptung.

Induktionsschritt:

Mit der Induktionshypothese

X*>x* (3.4)
folgt:

(v41) RQ)
X =b(x )+y

)
=b(x )+ f(x*)

bk )+ Xb()

> X*. (- (3.4),(B.7))
Damit ist die Behauptung 2 bewiesen. Da eine monoton fallende, nach unten beschrankte Folge
konvergiert, ist Teil (=) auch bewiesen. g.e.d.
B.3.13.

Bedingung (B. 25.) besagt: Fiir eine Gesamtproduktion wird mindestens eine Endnachfrage realisiert.

B. 3. 14.

Bedingung (B. 25.) ist zwar fiir die Konvergenz der Verfahren VSA Il und VSA Ill unerlasslich, wird aber
~(v)
beim Verfahren VSA Il nur fiir den Nachweis der Beschrinktheit der Folge {X },v € N U{(},
bendtigt. Dagegen braucht man sie beim Verfahren VSA Il auch fir den Nachweis der Monotonie der
)
Folge{x },v e N uU{0}.
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S.3.12.
<(P. 2.1') hat eine mehrdeutige LAsung fur einy e Rf>

=

- () - _
<Iim X =x*<X, X: eine beliebige Losung fir dieses y> )

Beweis:
Es gilt:
X=b(x)+y (3.5.)
>y, (" b(x)eR") (3.6.)
)

Wir zeigen nun, dass X eine obere Schranke der nach VSA Il definierten Folge {Xx },v € N U{0} ist
(Induktion):

Es gilt:
-
X =b(0)+y
<b(x)+y (-~ (3.5),(B.7))
=X. (+ (3.5)))

X <X, (3.7.)
Dann gilt:
~(v+)) ~(v)
X <b(x )+y (3.8.)
<b(X)+y (v (38.5.),(B.7))
=X. (- (3.5))

Es gilt ferner
~) _
limx <limx, (.~ (3.5))

V—>0 V—>0

d. h.
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X*< X, g.e.d.

B. 3. 15.

Nach Satz S. 3. 12. besitzt VSA |l die gleiche ,,Minimaleigenschaft” wie VSA I. [vgl. S. 2. 3. und B. 2. 7.]

S.3.13.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.’). Es gelten die Bedingungen (B. 7.), (B. 8.) und (B. 25.).

(P. 2. 1') hat eine mehrdeutige Ldsung im Intervall [O, x*}

fir ein festesy e R

=

<) s

limx =x*>x, X: eine beliebige Losung

V—>0

von (P. 2. 1') fur dieses y

Beweis:
Aus dem Beweis von S. 3. 11., Teil (<) , Behauptung 2 folgt fiir alle X € R}, X< X* mit f(X)=y:

)

>

>X, VveNu{0}.

Daraus folgt fir alle X € R} mit X< x"mit f(x)=y:

~ =)

x*=limx =X g.e.d.
V—x0
B. 3. 16.
Durch die Kombination der Iterationsverfahren VSA | und VSA 11l bzw. VSA Il und VSA IIl erhdlt man fir

alle Gesamtproduktionen X € [O, X+] mit f(X) =y die Abschatzungen

~(V)
X <x<x , VYveNuU{0} (3.9.)

bzw.

N0 <)
X <x<x , VveNuU{0}. (3.10.)

Die Abschatzungen (3. 9.) bzw. (3. 10.) sind fir die praktische Durchfiihrung der Iteration von
besonderem Interesse, wenn es im Intervall [0, Xﬂ nur eine einzige Gesamtproduktion X existiert,

die die vorgegebene Endnachfrage realisiert. Dann gilt namlich:
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<)
limx® = x=limx (3.11.)

V—>0 V—>0

bzw.
~() ~(v)

limx =x=Ilimx . (3.12.)
B.3.17.
Im Folgenden werden die Verfahren VSA | — Il modifiziert, um eine Konvergenzbeschleunigung zu
erzielen. Es lasst sich namlich zeigen, dass VSA | — lll genau dann konvergieren, wenn die
modifizierten Verfahren MVSA — Il konvergieren. Beide haben dann denselben Grenzwert, aber in
Bezug auf die Konvergenzgeschwindigkeit sind die Verfahren MVSA | — llI die besseren.
S.3.14.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.) und (B. 8.). Zur Lésung dieses Problems sei folgendes
Iterationsverfahren (das modifizierte Verfahren der sukzessiven Approximation | — MVSA |)
vorgeschlagen:

i) z% =y, i=12,.,n, (VSA 1)

i) 2 =y +b (2,28 2.2, i=12,..,n; veN.

Dann gilt:

A. Die durch MVSA | definierte Folge ist monoton wachsend und konvergent.
B. z>x™, veNuU{0}
c. limz® =limx®

V>0 V0

Beweis:
A.
Dieser Teil wird durch zwei Behauptungen bewiesen:
Behauptung 1:
Es gilt
20 > 72y e N u{0}.
Beweis der Behauptung 1 durch Induktion:
Induktionsanfang:

@ _ ® 5@ 50 0T
27 =Y, +b(z” .15 7..2))

Zyi =Xi(0)1 i=1a21"'1n' (". yi ER-];’ bI(Z)ER}-)
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Induktionsschritt:
Mit der Induktionshypothese
Z(V) 2 Z(Vfl)

folgt durch eine zweite Induktion uber 1 :

(i=D: 7" =y, +b(z")

>y, +b (z%7) (- (B.7.))

= zl(v);

i—i s (v+1) S (v+1) S(v) ST
(i=i+1): 7, =Y +b, ("0 77..277)

() S) 5,1 S(v-DNT
2 yi+1+bi+1(zl "'Zi Zi+1 "'Zn )

A (2 R (O I I i
(-2 227, 1=12,..,i,A7]" 2277, ] =12,...,n)

— 70

i+1°
Daraus folgt:
2"V > 2 i=12,..,n,
und damit
200 > ™),

Behauptung 1 ist damit bewiesen.

Behauptung 2:
Sei

x* = lim x®

e
(wobei durch S. 2. 2. die Existenz von X *gesichert ist).
Dann gilt fur allev € N U{0}:

2™ <x*.
Beweis der Behauptung 2 durch Induktion:
Induktionsanfang:

20—y

<x*.

Induktionsschritt:
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Mit der Induktionshypothese
20 < x*

folgt durch eine zweite Induktion tber i :

(i=D: " =y+b(z")
<y, b (x%) (- (B.7))
- x* (1069 = x*-b(x) =)

T . 1 1 1 u
(i=i+D): 29" =y, +b, (z..2028) ..zr‘lv))

i+1 i+l

<y, +b. (X% (o2 <xs j=12,..,ia2 <x], j=12,..,n)

Damit folgt 2 < x* und Behauptung 2 ist bewiesen.

Da eine monoton wachsende nach oben beschrankte Folge konvergent ist, ist mit diesen Beiden
Behauptungen Teil A bewiesen.

B.
Beweis durch Induktion:

Induktionsanfang:
29 =y>y=x9
Induktionsschritt:

Mit der Induktionshypothese z) > x® folgt firi =1,2,...,n:

(v+l) _ (v+1) (v+1) 5 (v) )
7 =Y+ (7T )

>y +b (z2..2") (-~ A, Behauptung 1)
=y, +b,(z")
>y, +b,(x") (o x® < z0)
= x",

Damit ist Teil B bewiesen.
C.

Aus Teil A, Behauptung 2 folgt:

z¥ <limx"™.

V—0

Damit gilt
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limz" <limx®.

Vo0 Vo0

Aus Teil B folgt

limz® > lim x®.

V—>0 V0

Damit ist Teil C bewiesen. g.e.d.

S.3.15.
Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.), (B. 8.) und (B. 25.).

Zur Losung dieses Problems sei folgendes Iterationsverfahren (das modifizierte Verfahren der
sukzessiven Approximation Il — MVSA [l) vorgeschlagen:

) z29:=0, i=12,..,n, (VSA I1)

i) 2 =y +b (22" 22D, i=12,..,n; veN.

Dann gilt:

A. Die durch (MVSA II) definierte Folge ist monoton wachsend und konvergent.
~(v) -
B. z >x , veNuU{0}
~-() ~()
C. limz =Ilimx

V—>0 V—0

Beweis:

Analog dem Beweis von S. 3. 14,

S.3.16

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 7.), (B. 8.) und (B. 25.). Zur Losung dieses Problems sei
folgendes Iterationsverfahren ((das modifizierte Verfahren der sukzessiven Approximation Ill — MVSA
1ll) vorgeschlagen:

~(0)
)zi =X, i=12,..,n mit f(x)>y (VSA 1)
~(0) ~0) () (D) (v
i) zi =Y, +b(zi ..zix zZi  ..Zn )T, i=12,..n veN.

Dann gilt:

D. Die durch (MVSA lll) definierte Folge ist monoton wachsend und konvergent.
=) <)
E. z 2x , ve NU{0}
~(v) ~(v)
F. limz =Ilimx

V—0 V—>0
Beweis:
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Analog dem Beweis von S. 3. 14.

B. 3. 18.

Die Verfahren MVSA | — MVSA Il stellen Verallgemeinerungen des GauR-Seidelschen Verfahrens zur
Losung von linearen Gleichungssystemen dar.

Es ist licht zu sehen, dass die Reihenfolge der Nummerierung der Sektoren fir die
Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren MVSA | — Il von entscheidender Bedeutung ist.

Im Falle einer sog. ,,zyklenfreien” Aufwandsfunktion lasst sich durch geeignete Nummerierung stets
erreichen, dass

b; (x;)=0, furi<j; j=12,.,n,

gilt. Fiir diesen Spezialfall kann man die gesuchte Gesamtproduktion nach MVSA | — Il nach einem
Schritt erhalten.

S.3.17.
Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) mit (B. 3.), (B. 15.) — (B. 17.) und (B. 18.) (bzw. (2. 29.)). Sei

df

—(0)eM,,.

i (0) e M,

Dann ist das Problem (P. 2. 1".) eindeutig global I6sbar und das Newtonsche Verfahren

=]
x®) = xv —(z—i(x(”_l))) (fx*)-y), veN (NV)

konvergiert fiir jedes x© e Rf gegen die Losung X* des Problems (P. 2. 1))

Dabei gilt

XM > x0 D > x* vy e N,

Beweis:

Seiy e R!und f:R" — R"eine Fortsetzung von f , die analog zu der im Beweis von S. 2. 16.
konstruiert ist. Seit : R" — R" definiert durcht(x) = f (x)—y.

Dann istt stetig differenzierbar und konvex auf R" . Wegen
dt, . df db
— (X)=—(X)=E——(x
OIX( ) o (x) dx( )

> E—@(O) :ﬂ(O), vxeR",
dx dx
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folgt, dass j—t(x) fur alle x € R" eine M — Matrix ist. Also ist %(X) nicht singular und
X X

-1

(% (X)j > 0firallex € R". Der Satz S. 2. 16. sichert die Existenz eines X* € R mit f(x) =y mit
X

t(x) =0.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Losung X € Rf eindeutig bestimmt und das Newtonverfahren

4
X = xt P —(g—t( (”))j t(x"™?), veN (NV’)
X

x© e R gegen X*.

konvergiert flr jedes
Weiter gilt
x> x> x* vy eN,

weswegen die obige Iterationsvorschrift (NV’) folgendermaRen geschrieben werden kann:

-1
x®) = Xt —(%(x(v‘”)] (f(x*?)-y), veN. g.e.d.

S.3.18.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) bzw. das Problem
x=b, (x) (2.34.)
mit
_ n
b,(x)=b(x)+y, yeR], (2.32.)
wobei die in (S. 2. 20.) angegebenen Bedingungen gelten mdgen.
Ferner mége b'(X) monoton (fallend) von X abhangen.

Zur Losung des Problems (2. 33.) sei folgendes Verfahren (das modifizierte Newtonverfahren — MNVI)
vorgeschlagen:

i) xX9:=x">0: b (x°)<Ax° (MNV)

i) X" =b, (xX" ) +b'(x°)(x" —=x"P), veN.

Dann ist die nach (MNV) konstruierte Folge {X(V)}, v € N U{0} monoton wachsend und konvergiert

gegen die eindeutige Losung X* der Gleichung (2. 34.)

Beweis:

Die in S. 2. 20. angegebenen Bedingungen sichern die Existenz der eindeutigen Losung von (P. 2. 1".)
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Es wird nun gezeigt, das fur den Spektralradius der Abbildung b'(X) gilt:
r[b'(x’) |<1.
Man hat ndmlich
Ax® >Db(x%) (- (B.19))
>b'(x%)x° (- (2.31))

Daraus resultiert [Vgl. Krasnoselski, M. A. u. a.: Naherungsverfahren zur Losung von
Operatorgleichungen, Akademie-Verlag, Berlin 1973]:

r[b'(xO)] <2 (3.13))
<1.

Die Ungleichung (3. 13.) sichert, dass die Folge {X(V)}, v € N U{0} durch die Formel (MNV)

eindeutig bestimmt ist.

Sei nun x© > 0, x© = tOXO, wobei t, die Bedingung (2. 26.) erfiillt. Es kann leicht bewiesen werden

[Vgl. den Beweis von S. 2. 18. (=) (2. 35.)], dass
(0) (0)

b, (x™) < x (3.14))
gilt.
Setzt man in (MNV ii) v =1 ein, so folgt:

@ _ 0) 114,0 [h) 0)
x® =b, (x9)+b'(x°)(x? =x)
<X +p'(x")(x® —x©), (- (3.14.)

d.h.

(E-b'(x°)(x® —x) <0.

Da b'(xo) ein positiver Operator ist und unter Beriicksichtigung von (3. 13.) gilt nun:

x@ < x© (3.15.)
Ferner gilt:
X*=b, (x*)
<b, (X@) +b'(x)(x*—x) (- (2.33))

=b, (xX?) +b'(xX?)(x® = x@) +b'(x@)(x*-x?)
=x® 4 b'(X(O))(X*—X(O))
<X b '(x@)(x*—x), (- (3.15))
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d.h.
(E-b'(x?))(x*—xD) <0.
Man hat ferner
b(x?)+y < x©@,
d.h.
X > pb(x@)
>b'(x@)x@,
Aus der letzten Ungleichung folgt, wie beim Beweis von S. 2. 20., dass
r[b'(x®)]<1
ist woraus unter Ber{icksichtigung von (3. 16.)
x* < x®
resultiert.

Man erhdlt ferner:
x@ =b (x¥) +b'(x°)(x? —x®)
<b, (X@) +b'(x?)(x® = x) +b'(x°)(x® - x¥)
<b, (x@) +b'(x*)(x® = x@) +b'(x°)(x? —x)
=x® +b'(x")(x? —x¥)
(E-b'(xX")(x? —xP) <0,
x® < x®.
Analog gilt:
X*=b, (x*)
<b, (x®) +b'(xV)(x*—x®)
=b, (x®) +b'(xV)(x? = xV) +b'(x?)(x*—x?)
<b, (x) +b'(x")(x? = xP) +b'(x")(x*—x?)
=x@ +b'(x")(x*—x?),

(E-b'(xO)(x*-x®)<0.

(3. 16.)

(- (3.14)) (3.17)

(- (3.17)

(3.18.)

Wegen x* < x® hat man b'(x®) <b'(x*) und daher [Vgl. Krasnoselski, M. A. u. a.:
Naherungsverfahren zur Lésung von Operatorgleichungen, Akademie-Verlag. Berlin 1973]:
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r[b'(x®) |<r[b'(x®)].
Aus
X* =D, (x*)
=b(x*)+y
> b(x*)
>b'(x*)x*
und unter Beriicksichtigung der Unzerlegbarkeit von b'erhilt man
rib'(x")]<1.
Damit gilt:
rlb' (x*)] < r[b'(x*)]

<1

und

x*< x®. ( (3.18.))
also

x* < x® < x® < x©,

Durch analoge Uberlegungen l3sst sich nach der Methode der vollstindigen Induktion zeigen, dass

die FoIge{X(V)}, veN U{O} , monoton fallend ist und eine untere Schranke X *besitzt.

Aus der Monotonie und Beschranktheit der Folge{x(v)}, veN U{O} , folgt deren Konvergenz
gegen ein X™*. Geht man in (MNV ii) zum Grenzwert iiber (V —> ), erhalt man X* =D, (X*) . Wegen

X*> 0 und der eindeutigen Lésbarkeit von (P. 2. 1) unter den gegebenen Bedingungen [Vgl. S. 2.
20.] ist dies die gesuchte Lésung. g.e.d.

B.3.19.

Bim Verfahren MNV kann man wie beim Beweis von S. 3. 18. angefiihrt wurde, als Anfangsbedingung

x© = tOXO wihlen, wobei X° > 0 der Bedingung
b(x*)<Ax°, 1€[0, 1], y<t,(1-2)x°. t, >0

genugen muss.

B. 3. 20.

Die Iterationsvorschrift des modifizierten Newtonschen Verfahrens lasst sich folgendermalien
umschreiben:
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X :=(E —b'(x°))_l(by(x(v’1)) —b'(x°)x" ™), veN. (3.19.)

Damit hat man die Methode der sukzessiven Approximation x") := g(X("’l)), v e N, auf die
Abbildung

g(x):=(E-b'(x%)) " (b, (x) ~b'(x°)x) (3.20.)

anzuwenden.

S.3.19.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) bzw. (2. 34.) mit (2. 32.). Ferner seien die in S. 3. 18. gemachten
Voraussetzungen erfillt.

Zur Losung des Problems (2. 34.) sei folgendes Verfahren (das modifizierte Verfahren von Newton-
Kantorovic) vorgeschlagen:

7 (0)
) x =x">0: b/(x)<x", (VNK)
g() g(v-1)

i) x =b(x )+b'(x*"?)(x¥-x"P), veN.

n)
Dann ist die durch (VNK) beschriebene Folge{X }, v € N, wohl definiert. Diese Folge konvergiert
gegen X, welches die Losung der Gleichung X =D, (X) darstellt:

0 (v+1) o) 0@ 0 (0)
X*<...<X <X <..X <X . (3.21.)

)
Ist der Operator b zweimal Frechet-differenzierbar, dann konvergiert {x }, veN quadratisch

gegen X*, d.h.
qgv+) ) g WY

Ix —=x J<c|lx =x . (3.22.)

Hier ist C >0 eine Konstante.

Beweis:
Es gilt:
X" >b (x")
>b(x7)
>b'(x")x"

und nach dem Satz Uber die strenge Abschatzung des Spektralradius eines linearen nicht zerlegbaren
Operators:

rlb'(x*)] <1.
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-
Damit ist das Element X durch (MNK) fir ¥ =1wohl definiert. Analoge Uberlegungen wie in S. 3.

18. ergeben

0@ ()
X*<x <x . (3.23))

Damit gilt

0@ 0

0<b'(x )<b'(x*)

und folglich
0@ 0
{b'(x )} < r{b‘(x*)} <1. (3.24.)

Die Ungleichung (3. 24.) garantiert die eindeutige Losbarkeit der Gleichung (MNK ii) firv =2,
1)
wodurch das Element X wohl definiert ist.

Es wird nun gezeigt, dass

- -@

X*<x <X
gilt:
@ 0@ 0@ n@ O
X7 =b(x )+b'(x )(x -x )
1 (0) 0@ 7@ () 7@ @ O
<b,(x )+b'(x )x —-x )+b'(x )x -x )
0@ 0 @ @
=X +b'(x )(x —-x ),
d.h.

0@ 0@ g
(E—b'(x )](x —X JSO

ho O\
und wegen [E—b'(X )] >0

n(2) 0@
X <X
Es gilt ferner:

X*<b, (x*)

0@ g@ 0@

<b (x )+b'(x )(x*—x )
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0@ 0@ p@ g

0@ o)

<b,(x )+b'(x )(x —x )+b'(x )(x*-x )

0(2) 0@ 0(2)
=X +b'(x )(x*-x ),

o@ 0@
(E—b'(x )]{x*—x ]SO,

n(2)
X*< X

d.h.

Es lasst sich analog zeigen, dass

0® 0@ @
X*<x <x <X

und nach Induktion

n (v+1) () 0@
X*< X <x <£..X

Offensichtlich hat man dann

) o)

limx =x*.

V—>®0
Sei nun

M >0: [b"(X)]<M, (xe[x* x']]. (3.26.)
Dann gilt:

qg+) ) 0 0 (v-1) g1y ) -1 0 plv+) o)

X —=x =b(x )-b,(x

)-b'(x )(x —=-x )+b'(x )x -—-x ),

qg+) ) B2 -1 0 1 (v-1) 7 (v-1) g p-D)
X =X :(E—b'(x )j (by(x )—Db, (X )j—b'(x )[x —X ) (3.27.)

2

S ) HORY Mo® e

X =X |< (E—b'(x )J > X —X , (" (3.25.-3.27)))
) Q)

E-b'(x)<E-b'(x )<E-b'(x ) (v 3.25.)

(E —b'(im)]_ < (E b '(i(V))J_ <(E-b'(x*)*
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(E—b'(im)j < ¢, max (E—b'(im)j ;H(E—b'(x*))‘l

(3.29.)

Dabei ist C, eine Konstante. Hieraus und unter Berticksichtigung von (3. 28.) folgt, dass es eine

Konstante C > 0 existiert, fiir die (3. 22.) gilt.

B. 3. 21.

Im Folgenden wird zur Losung des Problems (P. 2. 4.) [vgl. D. 2. 4.] ein spezielles Verfahren entwickelt:

Sei

(3.30.)

wobei Zj, j =1,...,n, eine ganze Zahl ,,nahe” an Wj, j =1,...,n, ist. Es gilt nun nach dem erweiterten

Binomiallehrsatz

Wi =w (1+ rj) :

=1z (1+ 0, +[g”jrj2 +J i, j=1..,n

Die Entwicklung (3. 31.) ist konvergent, falls

|rj|<1, j=1..,n,
d.h.
W, —2Z.
] J<1
Z;
J=1...n,
Z; =W,
<1
Z;
gilt.

Hieraus resultiert fur Wj, j =1,...,n, die EinschlieRung

0<w,; <2z, j=1..,n.

(3.31.)

(3.32))

(3.33))

Aus (3. 33.) folgt, dass die Nichtkenntnis von ZJ-, j =1,...,Nn, keine ernsthafte Einschrankung des

Verfahrens darstellt. Diese sollte jedoch eher zu groB als zu klein gewahlt werden. Substituiert man
(3.31.)in (P. 2. 4.) und vernachlassigt die Glieder des mehr als zweiten Grades, so erhdlt man:
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Wy =

bzw.

L [zbﬁ ! (M myj]
i\ i

. i [ G
r+1 % _zb'? quu J_Zbl? T ( Jj

0
—0.z% . N fur i=
Z;=0yz;" —g, fUri=
j
pij:: 0
i 1j . -
— 0,z =y, flr i=]
j

j=1
x>’ 0O 0000
0 xXX 0000
~0
< 0 0 0 00 ,
0 0 0. 00O
0 0 0 0
0 0 000 X
r:(r])'J:]-! lnl
r*:(r12)11:1,

lasst sich (3. 35.) folgendermaBen darstellen:

Sei nun

~0 -0

PX r+sX r*=t.

r =r¢D4LAr?d  peN.
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Dann gilt wegen rj* = rjz, j=1..,n,
RO 2P 2r A j=1,.,n; veN. (3.38.)

Zur Lésung des nichtlinearen Gleichungssystems (3. 36.) wird nun folgendes Iterations-verfahren
vorgeschlagen:

~0 ~0 [ _(v-1) _(v-1)

PX (r"P+Ar®P)4sX |1 +Ar =1, (SNV)

mit
oyt

r© ::(px j -1, (3.39))

ro-b ::(r(v—l))z, j=1..nm veN,
(3.40.)

ArCY = (200 A ), =10 veN.
B. 3. 21.

Es lasst sich leicht zeigen, dass das Verfahren (SNV) mit dem Newtonschen Verfahren [vgl. S. 3.17.]
J (r(v’l))(r(” - r(V’l)) =—f (r(v’l’), veN,

zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems f (r) = 0 identisch ist, wobei

r —rt P =Ar"?, veN,

die Matrix
”~ 0 "~ 0
PX +2SX RY?  peN,
mit
rl(H) 0 0 00O
0 rz(”‘l) 0 00O
0 0 0 .. 00O
R = , veN,
0 0 0 00
0 0 0 0
0 0 000 r¥?

n

die Jacobische Matrix J (r(vfl)), veN, und
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~0 ~0
t=PX r¢?P-sX r¢?P=—f(r"?), veN,
sind. Daher lassen sich die Eigenschaften des Newtonschen Verfahrens, einschlielRlich dessen

Konvergenz, auf das Verfahren (SNV) Ubertragen.

B. 3. 32.

Es sei bemerkt, dass bereits im Kapitel Il das Newtonsche Verfahren zur Lésung des Problems (P. 2. 1))
mit den Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 22.) — (B. 24) dargelegt und begriindet wurde [vgl. S. 2. 23.].
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vV

Minimaleigenschaft des Input-Output-Modells

B.4.1.

In den Kapiteln Il -1l [vgl. S. 2. 3., B. 2. 7., S. 3. 12,, B. 3. 14] wurde gezeigt, dass sie Verfahren VSA | —
VSA Il im gewissen Sinne die ,beste Losung” des Problems (P. 2. 1’) liefern, da die Endnachfrage y

mit der geringsten Gesamtproduktion X realisiert wird.

In diesem Kapitel wird diese so genannte ,,Minimaleigenschaft” als selbststandige Theorie behandelt.
Es wird dabei im Wesentlichen das Herangehen von P. Bod [vgl. Bod, Pétér: Nemlinearis dgazatkozi
kapcsolatok matematikai vizsgalata In: Szigma, 1975 (8), Nr. 4. S. 251 — 261] gewahlt.

Hierzu werden einige Ergebnisse der indifferenten Optimierung verwendet.

Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist das Problem (P. 2. 1".), wobei die Aufwandsfunktion
b: R — R! die Bedingungen (B. 2.), (B. 7.), (B. 8.), (B. 15.) und (B. 16.) erfilllt.

AulRerdem werden einige weitere Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen angefiihrt, die mit der
»Minimaleigenschaft” zusammenhangen.

D.4.1.

[Vgl. Rheinboldt, Werner C. : On M-Functions and their Application to Nonlinear GauRR-Seidel
Iterations and to Network Flows.

Bericht der Gesellschaft flir Mathematik und Datenverarbeitung, Bonn, Nr. 23, Birlinghaven 1969.

Auch in: Journal of Mathematical Analysis and Applications, 1970, S. 247 — 307]

Eine Abbildung F : D = R" — R™ heiBt isoton (bzw. antiton) auf D, wenn
<VX1,X2 eD:x'< x2> = F()<F(x) (bzw. F(x")>F(x%)).
Die Abbildung F heiBt streng isoton (bzw. streng antiton) auf D, wenn

<‘V’X1,X2 eD:x'< x2> = F()<F(x*) (bzw. F(x')> F(x%)).

D.4. 2.

[[Vgl. Rheinboldt, Werner C. : Ebenda]

Eine Abbildung F : D = R" — R™ heiRt invers isoton auf D, wenn

<F(x1) <F(x?),vx', X% e D> = x' <X (4.1)
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Die Abbildung F heiBt streng invers auf D , wenn

<F(x1) <F(x?),vx',x* e D> = x'<x

B.4.2.

Der Begriff ,invers isotone Abbildung” wurde erstmals in 1952 durch Collatz eingefiihrt [Vgl. Collatz,
L.: Aufgaben monotoner Art. In: Arch. Math. 3, 1953, 366-376]. Er wird durch folgende Aussage
gerechtfertigt:

L.4.1
<F :DcR" > R" istinvers isoton.>
=
<F ist injektiv A F':F(D)c R" — R" ist isoton.>
Beweis:
=):

Sei F invers isoton. Dann gilt:
<F(x1) =F(x?), ¥x',x* D> = (X' <X Ax 2x%), (- (4.1.)
also X' = x? und damit ist F injektiv.
Sei nun
uh,u’e F(D), x'=F7*'@WhH, x*=F7*'@U?.
Dann gilt
<F(x1) =u'<u’= F(x2)> = <F’l(u1) =x'<x* = F’l(u2)>.
(<):
Sei F injektivund F 'isoton. Dann gilt:

<u1 _ F(Xl)S F(X2)=U2> — <X1 _ F—l(ul) < F—l(UZ) _ X2>. q. e. d.

D. 4. 3. (Ortega)

[Vgl. Ortega, J.: Notes on Mnotone Convergence, 1969, unveroffentlichte personliche Notizen, zitiert
in Rheinhold, Werner C.: On M-Functions.]

Eine Abbildung F : D = R" — R"heiRt auferhalb der Diagonalen antiton, wenn fiir alle X € R" die
Funktionen
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@ {teR'|x+te’ e D} > R, (4.2.)
¢,j(t): fi(x+tej), i=]J,1,]=12,..,n,
antiton sind.

Die Abbildung F heiR diagonal isoton (bzw. diagonal streng isoton), wenn fiir all X € R" die
Funktionen

g, {teR'|x+te' eD}> R, (4.3
gﬁ”—(t): fi(x+tej), i=]j,1,j=L2,..,n,
isoton (bzw. streng isoton) sind.

Eine diagonal isotone Abbildung F ist surjektiv diagonal isoton, wenn D = R"ist und fiir alle X € R"
alle in (4. 3.) auftretenden Funktionen ¢, surjektiv sind.

D. 4. 4. (Tamir)

[Vgl. Tamir, A.: Minimality and Complementary Properties Associated with
Z —Functions and M —Functions . In: Mathematical Programming, 1974, S. 7-31].

Eine auBerhalb der Diagonalen antitone Abbildung F : D = R" — R" heiRt eine Z — funktion.

D. 4. 5. (Rheinholdt)

Eine z—Funktion F : D < R" — R" ist gleichzeitig eine M — Funktion, wenn sie auch invers isoton
ist.

B.4.3.

Die M — Funktionen sind Verallgemeinerungen von M — Matrizen [Vgl. D. 1. 2.]. Dies wird im
nachsten Satz gezeigt:

S.4.1.

Eine Matrix F ist genau dann eine M — Matrix, wenn die zugehérige lineare Abbildung
F:R" — R"eine M — Funktion ist.

Beweis:

Die Behauptung folgt trivialerweise aus D. 4. 2. und D. 4. 5.

B.4.4.

In der Arbeit [Reinholdt, Werner C.: On M — Functions..., Ebenda] werden weitere Eigenschaften von
M — Funktionen hergeleitet. Unter anderem wird folgende Aussage bewiesen, die die
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Verallgemeinerung des bekannten Resultats darstellt, dass die Inverse einer M — Matrix streng
positive Hauptdiagonalelemente besitzt.

S.4.2.

Sei F:D < R" — R"eine M — Funktion (und damit injektiv). Dann sind F und
F':F(D) c R" — R"diagonal streng isoton. Ist F : R" — R" eine surjektive M — Funktion, dann
sind Fund F™: F(D) c R" — R"surjektiv diagonal isoton.

S.4.3.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1".) in der Form
y, = f.(x), 1=12,..,n, (4.4.)

mit
n
f,(X) =% =D by (x;). (4.5.)
j=1
Die Funktionen f,(x), i1=1,2,...,n,sind Z — Funktionen.
Beweis:
Es gilt:

f(x+te") =X __Zn:bij (X;) =By (% +1)

j=k

<X __Zn:bij(xj)_bik(xk)

j=k

=b, (x). g.e.d.

B.4.5.

Die Z — Funktionen besitzen interessante Eigenschaften, auf die Tamir [Vgl. Tamir, A.: Minimality
and Complementarity... ] hingewiesen hat. Er hat eine zu Z — Funktionen gehérende sog.
»,Komplementaraufgabe“ untersucht und einen Algorithmus zu deren Losung angegeben. Tamir hat
gezeigt, dass flir den Fall, dass eine Aufgabe zuldssige Losungen hat, auch eine sog. ,,Minimallésung”
existiert, welche gleichzeitig auch den Komplementaritatsbedingungen genligt.

Die Ergebnisse von Tamir verallgemeinern friihere von Cottle und Veinott erzielte Resultate, die sich
auf die sog. , lineare Komplementaraufgabe” beziehen.

{Vgl. Cottle, R. W.; Veinott, A. F. Jr.: Polyhedral Sets Having a Least Element. In: Mathematical
Programming 1971, S. 238-249]
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Im Folgenden wird gezeigt, dass die erwahnten Eigenschaften der Z — Funktionen aus einem im
Jahre 1964 von Wintgen und von der internationalen Fachliteratur nicht gentigend beachteten Satz
folgen.

[Vgl. Wintgen, G.: Indifferente Optimierungsprobleme. In: Mathematik und Kybernetik in der
Okonomie, Internationale Tagung — Berlin, Oktober 1964, Konferenzprotokolle, Teil Il, Akademie-
Verlag, Berlin, 1965. S. 3-6. und Wintgen, G.: Indifferente Optimierungsprobleme, In: Operations
Research Verfahren VI, Herausgegeben von Rudolf Henn, Hans Paul Kiinzi, Horst Schubert, I.
Oberwolfach-Tagung liber Operations Research, 18-24 August 1968, Verlag Anton Hain, Meisenheim,
S. 233-236]

Der Satz von Wintgen bezieht sich auf den von ihm eingefiihrten Begriff der , Indifferenz”.

D. 4. 6.

Mit (OP. 4. 1.) moge folgendes Optimierungsproblem bezeichnet sein:
Gesucht ist ein x” € R" mit:
z(x) = r(na>)<{z(x) |xe M} (OP.4.1.)
min

z(x) e S:={z(x)|R" — R}.

D.4.7.

Das Problem (OP. 4. 1.) ist in Bezug auf die Klasse der Zielfunktionen S indifferent, wenn

Ix%el: Z(x")=Z(x), Vxe M AVz(x)eS.

D.4.8.

Mit (OP. 4. 2.) moge folgendes Optimierungsproblem bezeichnet sein:

Gesucht ist ein ;(e R" mit:

z(;<) = r(na>)<{z(x) |xe M} (OP.4.2))

z(x)eS'::{z(x)|z(x):zk:cizi(x), c, >0, i1=12,..,k}.

D.4.9.

Seien X:=(x) € R", y:=(Yy;) € R". Wir definieren:
XUy = (max(x;y;))

XNy =(min(x; y;)).
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B.4.6.

Die in D. 4. 9. eingefiihrten Operationenw und M sind kommutativ und assoziativ und es gelten,
wovon man sich leicht Giberzeugen kann, die Verschmelzungsgesetze:

XN(Xuy)=Xx (4.6.)
Xu((xmy)=x (4.7.)

Damit bildet jede Menge von Vektoren, die zu zwei Vektoren Xund Y die ,Vereinigung” XUy und

den ,,Durchschnitt” X My enthalt, einen Verband, in dem durch
XUy=X & X2V (4.8.)
eine Halbordnung definiert ist, die mit der tblichen Halbordnung von Vektoren tbereinstimmt.

[Vgl. z.B. Hermes, H. : Einfiihrung in die Verbandstheorie, Berlin 1955]

In [Worobjow, N. N. : Extremale Matrizenalgebra (russisch), Doklady Akademii Nauk SSSR (1963) 1, S.

24 - 27] werden die Operationen W und M unter Benutzung der Symbole mund M eingeflhrt.

D.4.10

Gegeben sei eine Menge M und ein Verband V sowie eine Funktion
V:M >V,

M heiBt in Bezug auf V nach oben abgeschlossen, wenn es zu je zwei Elementen r,s € M in der

Menge M ein Element t gibt, so dass
v(r)uv(s)=v(t)

gilt. M heiBt in Bezug auf V nach unten abgeschlossen, wenn es zu je zwei Elementen r,s e M in

der Menge M ein Element t gibt, so dass
v(r)nv(s) =v(t)

gilt.

S. 4. 4. (Wintgen)

Gegebene sei das Optimierungsproblem (OP. 4. 2.). Die Zielfunktionen z,(x), i =1,2,...,k, mogen auf

M ein endliches Maximum (Minimum) annehmen.

Das Optimierungsproblem (OP. 4. 2.) ist in Bezug auf die Klasse der Zielfunktionen S indifferent,
wenn die Menge M in Bezug auf die Funktion

2(x) = (z,(x)) e R*
nach oben (unten) abgeschlossen, d.h.

VX, yeM = z(x)uz(y)eZ(M)
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(VXx,yeM = z(x)nz(y)eZ(M))

Dabeiist Z(M) das Bild von M in R*.

Beweis: (fiir das Minimierungsproblem)

Wegen der Annahme des Satzes existiert ein Xj mit

2(z)=max(z,(x), VxeM, i=12,...k.

Sei nun

ifjlzoll)::(zl(;( ),...,zk(§<i))T cZ(M).

0
Wegen der Abgeschlossenheit nach oben von M existiert ein X € M mit

Z(f() = (max z,(X),...,max z,(x))", VxeM.

Daraus ergibt sich

Z(;J()z Z(x), VxeM.

Es sei z(X) € S 'beliebig. Dann gilt:

20 =364

k 0
chizi(x)
i1
=12(x), VxeM. g.e.d.

B.4.7.

Es ist bemerkenswert, dass Wintgen [Wintgen, G.: Die Berechnung der vollen Aufwendungen bei
Lagerbestanden. In: Wissenschaftliche Zeitschrift der Humboldt-Universitat zu Berlin, Gesellschafts-
und Sprachwissenschaftliche Reihe Xl (1964) 5, S. 659 — 664] zunachst anhand des Spezialfalls eines
statischen Verflechtungsmodells auf das Problem der indifferenten Optimierung hinwies. Er hat
gezeigt, dass die Losung X des Problems

X=AX+Yy-s (P.4.1)
seR}: Vektor des Lagerbestands
eine Losung des linearen Optimierungsproblems

min{c'x| (E-A)x2y-s, x20} (OP. 4.3
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ist, wobeiC € Rf beliebig gewahlt werden kann. Wintgen ging zwar in [Wintgen, G.: Die Berechnung

der vollen Aufwendungen bei Lagerbestdanden. In: Wissenschaftliche Zeitschrift der Humboldt-
Universitat zu Berlin, Gesellschafts- und Sprachwissenschaftliche Reihe Xlll (1964) 5, S. 659 — 664] von

n
der Annahme aus, dass A>0 und Z a; < 1 fur mindestens eini =1, 2,...n gilt, hat aber bereits in
j=1
[Wintgen, G.: Indifferente Optimierungsprobleme. In: Mathematik und Kybernetik...] darauf
hingewiesen, dass die genannte Eigenschaft auch unter der schwicheren Voraussetzung A>0 und

a;; vorliegt. Dies ist eine Folge des nachstehenden allgemeinen Satzes:

S.4.5.

Enthalt im linearen Optimierungsproblem
min{c" x| Bx>b, x>0} (OP. 4.4.)

mit B™"™, b e R™ die Matrix B in jeder Zeile ein nichtnegatives Element, wahrend alle iibrigen

Elemente der Zeile nichtpositiv sind, so ist dieses Optimierungsproblem indifferent in Bezug auf die
Menge aller linearen Zielfunktionen mit nichtnegativen Koeffizienten, falls es tiberhaupt I6sbar ist.

Beweis:

Die NZielfunktionen z(X) = X, nehmen wegen X, > 0, i =1,2,...n, ein Minimum aus
M :{x|Bx>b, x>0}

an. Es ist also nur zu zeigen, dass fur zwei zuldssige Programme X, y € M
u=xNnyeM

gilt:

Das Ungleichungssystem BX > b, X >0 besteht aus endlich vielen Ungleichungen, die alle auf die
Form

bx =Y bx,+b, b, b, >0,
i#]

gebracht werden kénnen.

Gilt gleichzeitig

by, Zzbjyj +h,

i#]
so bleiben die Ungleichungen bestehen, wenn man zuerst auf den rechten Seiten die X; bzw. Y;

durch U; :=min(X;, y;) ersetzt. Sodann kann man auch auf den linken Seiten x; bzw. y; durch u;

ersetzen und von zwei entstehenden identischen Ungleichungen nur eine auffiihren. So erhdlt man
gerade das Ungleichungssystem

Bu>b, u=>0. g.e.d.
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S.4.5. (Bad)
Das lineare Optimierungsproblem
min{ch| Ax=b,x20} (OP. 4.5.)

ist indifferent in Bezug auf alle linearen Zielfunktionen mit nichtnegativen Koeffizienten dann und-

falls Entartung ausgeschlossen werden kann- nur dann, wenn die Matrix A eine zulassige Basis B?
besitzt, in der samtliche Spalten von A, die nicht zu B gehoren, nicht positive Koordinaten enthalten.

Beweis:

[Vgl. Bdd, P.: Bemerkungen zu einem Satz von G. Wintgen (ungarisch), MTA lll, Osztaly Kézleményei 16
(1966)].

D. 4. 11. (Maximalelement bzw. Minimalelement)

X heilt ein Maximalelement (bzw. ein Minimalelement) der Menge H — R", wenn
xeH A x>Xx, VxeH
(bzw. XeH A X<X, VXxeH)

gilt.

B.4.8.

Ist das Problem (OP. 4. 2.) indifferent, so ist Z(X) ein Maximalelement (ein Minimalelement) von

Z(M).

D. 4. 12. (Komplementaritdit)

Gegeben seien die Abbildungen
f:R! >R]
und b e R". Mit (P. 4. 2.) mége folgendes Komplementaritéitsproblem bezeichnet sein:

Gesucht ist ein Vektor x, der folgenden Bedingungen genugt:
i)f(x)+b>0, x>0 (P.4.2)
i) x" (f(x)+b)=0

Ein Vektor X heift zulassig, wenn er i) erfillt. Eine zuldssige Losung ist komplementdir, falls sie auch der
Bedingung ii) genligt.
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Sej
M ={x| f(x)+b>0, x>0} = &,
IM|>1, f:Rl >R, beR"
Ist f eine Z —Funktion, dann ist die Menge M in Bezug auf die Operation ~ abgeschlossen, d.h.

X, yeM = xnyeM.

Beweis:
X,yeM = f(x)+b >0 A f.(y)+b >0, i=12,..,n.
Sei nun z; := XNy .Wegen X > 0 hat man:
y>0 =z2>0.
Wir setzen z; := X; und definieren eine Punktfolge
z:=v, v v@ v =x
mit
v =& 4t e
und

{0 fur z, =x,
tk = ..
X -y, fur x =y,

Es gilt wegen D. 4.3.—-D. 4. 4. furallei =1,2,...,n:
f (v = fv*? +te®)
< (),
f.(x) < f.(2),
f.(X)+b >0 = f(z)+b >0,
f(z)+b>0,

d.h.zeM. g.e.d.

L. 4.3.

Gegeben sei die in L. 4. 2. definierte Menge M # . Ist f eine steige Z -Funktion, dann besitzt M
ein Minimalelement.

95



Beweis:

Betrachtet sei folgende Familie von nichtlinearen Optimierungsproblemen:

Gesucht ist ein x € R" mit

z(x) = min z(x)

xeM ={x| f(x)+b>0, x>0} (OP. 4.6.)
z(x)eS" ::{z(x)|z(x):znlci(x)zi(x), c, >0, i=1,2,...,n}}
z,(X) =X

Die Funktionen z,(X), i =1,2,...n, stellen also eine identische Abbildung dar:
Z(x)=Ex.

Wegen L. 4. 2. gilt nun
X,YeM=Z(X)nZ(y)=xnyeyeZ(M)=M.

Aus der Stetigkeit von f folgt, dass M abgeschlossen ist. Im Falle, dass M auch beschrénkt ist,

nimmt jede der Funktionen z; (X) ihr endliches Minimum in M an. Somit sind die Voraussetzungen

des Satzes S. 4. 4. erfiillt. Es gibt also ein X € M , in dem alle nichtnegativen linearen Funktionen ihr
Minimum annehmen, d.h. X ist ein Minimalelement von M . Dies folgt nun zum einen aus den im

Zusammenhang mit S. 4. 4. gemachten Bemerkungen, wonach Z(X) ein Minimalelement der Menge
Z(M)istund dajetztZ(M) = M ist, ist auch Z(X) = X .
Andererseits folgt aus der Tatsache

x<ye x'x<c'yfirvceR!,

dass jeder Punkt einer Menge, in dem jede beliebige nichtnegative lineare Funktion ein Minimum
annimmt, ein Minimalelement dieser Menge ist und umgekehrt.

Falls M nun nicht beschrankt ist, betrachten wir ein beliebigesX € M .

Wegen M # Jist die Existenz von X gesichert, und wir kdnnen die oben angefiihrten Gedankenginge
auf die Menge

|\/|'Z={X|X€|V|, xsi}cM

anwenden.

Offensichtlich ist M ' # (J und in Bezug auf die Operation N abgeschlossen und beschrinkt. Ein
Minimalelement von M 'ist gleichzeitig ein Minimalelement von M. g.e.d.
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L.4.4.

Ist X ein Minimalelement der Menge M und f eine stetige Z — Funktion, dann ist X eine

Komplementarlosung.

Beweis:

Nehmen wir an, dass; die Komplementaritatsbedingung nicht erfiillt. Dann
3i: S&(fi(;ojubi) >0

oder
;<>0 A fi(;<)+bi >0.

Fir ein beliebig kleines & > 0 ist

X = Xx—o0e' >0.

Es gilt nun:
Fo(t) = f,((x-5¢') +te') < f,(x-de').
Fir t =0 hat man:
Fi(6)=1,09)
< f (x-8€¢') = f,(x),
FO)+b; 20 = F()+b 20, j=12,..n j=i
Falls notwendig kann O noch verallgemeinert werden, und es gilt

£ +b. = f.(x=56)> 0.

Damit haben wir gleichzeitig X € M und Xi < Xi, was der Annahme widerspricht, dass X ein
Minimalelement der Menge M ist. qg.e.d.

S.4.5.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1”.)in der Form (4. 4.), wobei die Aufwandsfunktion b : Rf - Rf die
Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 15.) und (B. 16.) erfiillt. Ferner mége folgende Voraussetzung gelten:

Jeinx" eR}: f(x")>0.
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Der zugehdrige Endnachfragevektor sei mit y > 0 bezeichnet.

Sei
M. ::{x| f(x)—yzo:;t@.
y
Dann gilt:

A. VyeR"\{0}3IxeR!: f(x)=y

B. Die Losung Xist ein Minimalelement von M ...
y

Beweis (von A und B zusammen):

Da f(Xx)gemaRS. 4. 3. eine Z — Funktion ist, hat M . laut L. 4. 3. ein Minimalelement; sei dies mit X
y

bezeichnet. Wir miissen noch zeigen, dass X eine Losung des Problems (P. 2. 1".) ist:

T T

Laut L. 4. 4. ist X eine Komplementarlésung, d. h. X (f(X)—Y) =0.Wir zeigen, dassx > 0 ist:

T

Nehmen wir umgekehrt an, dass x =0 flr mindestens ein i gilt. Dann wiirde die die Menge M ..
y

bestimmende Bedingung lauten
o -
Xi— > b (xj) - <O0.
j=1

“ ~T
Somit ware X nicht zulédssig. Daher gilt X >0 und folglich

f(x)-y=0. g.e.d.

B.4.9.

Die ,,Minimaleigenschaft” des Problems (P. 2. 1".) unter den Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 15.) und
(B. 16.) garantiert, dass die geforderte Endnachfrage Yy mit der (Komponentenweise) geringsten

Gesamtproduktion X realisiert wird. Eine solche Produktion ist auch kostenminimal, falls eine
monoton wachsende Kostenfunktion als Giiterkriterium gewahlt wird. Hierzu kdnnen die
Primarressourcenfunktionen dienen [Vgl. Kapitel VI] Es ist aber auch denkbar, von einer ,,Funktion der
gesellschaftlichen Produktionskosten” auszugehen. Zum Beispiel schldgt Béd [Vgl. BAd, Pater:
Nemlineares...] folgende Funktion vor:

p: R >R!
mit folgenden Eigenschaften:

El: ¢(0)=0
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E2: o(x)>0 fir|x|>0

E3: WX, xX*eR!': x'<x* = o(X') <o(X?).

S.4.6.

Ist X das Minimalelement von M . und sind in X samtliche Regularitatsvoraussetzungen erfillt,
y

dann gilt

df =~
&(X)E MM'

Beweis:

Da X das Minimalelement von M . ist, stellt es eine Minimallosung folgender nichtlinearer
y

Optimierungsprobleme dar:

Min{x | y— f(x)<0, xeR!}, i=12,..,n (OP.4.7.)

In S. 4. 5. wurde gezeigt, dass X > 0 ist. Da sdmtliche Regularitatsvoraussetzungen erfiillt sind, gelten
die notwendigen Kuhn-Tucker-Optimalitatsbedingungen. Unter anderem gilt die Bedingung, dass der

Gradient der Zielfunktion in X eine nichtpositive Linearkombination der Gradienten der aktiven

Nebenbedingungen ist. In X sind aber samtliche Nebenbedingungen des Problems (OP. 4. 7.) aktiv.
Daher gilt:

e' =—grad (y— f (;())j'l;i

=gradf (x)-ui, 1=12,..,n.

u:

Un
erhalt man

E :ﬂ(x) >0,
dx
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Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunktion b : Rf - Rf die Bedingungen (B.
3.),(B.7.), (B.8.), (B. 15.), (B. 16.) und (B. 18.) erfiillt.

Dann ist das Problem (P. 2. 1.) eindeutig global I16sbar.

Beweis:

Aus der Konkavititsvoraussetzung (B. 18.) fiir b folgt die Konvexitat von f (X).

Nehmen wir im Gegensatz zur Behauptung an, dass X und X, X # X Losungen des Problems (P. 2. 1".)

fir ein festes Y sind:
f(y)=y ~ f(x)=y, (4.10.)
wobei X die Minimallésung dieses Problems darstellt:

X< X, (4.11.)

Es gilt wegen der Konvexitat von f(x):

(%(;()j(i— Q&js F (0= £ (x)

_o, (- (4.10.))
X<X, (- (S.4.6.))
X=X,

B. 4. 10.

In'S. 4. 7. |3sst sich die Konvexitdtsvoraussetzung fur f (X) dadurch schwéchen, dass man stattdessen

fordert: f(x)istin x € R lokal quasikonvex.

100



101



\'

Primérressourcen im nichtlinearen
Input-Output-Modell

D.5.1.

Als Primdrressourcen (exogene Faktoren, Randinputs) werden Wertbestandteile auRer den
Lieferungen innerhalb der produktiven Sphéare bezeichnet.

(Diese sind z.B. Arbeitskréfte, Importe, Gewinn, Steuer usw.)

Sei
Ij, J=1,2,...,n: die bendtigten Arbeitskrifte im Sektor j,
I, §=1,2,...,n: die Abschreibung im Sektor j,
m;, j=12,...,n: die Importe des Sektors j,
a;, J=12,...,n: die Gewinne, Steuer usw. des Sektors j.
B.5.1.

Zur Vereinfachung der Darstellung und Meidung von Wiederholungen sei zunachst von einer einzigen

Primarressourcenbj, j=1,2,...,n, ausgegangen. Sei also
b,-=lj+rj+mj+qj, 1=12,..,n. (5.1.)

Spater werden einige Besonderheiten der einzelnen Bestandteile von bj, j =1,2,...,n, untersucht.

D. 5. 2.

Allgemein sei

b: R" >R’ (5.2.)

als Primdrressourcenfunktion (Funktion des exogenen Faktors, Randinputfunktion) bezeichnet, wobei
unter Beriicksichtigung von (B. 5. 1.) zunachst M =1 vorausgesetzt wird.

B.5. 2.

Im Allgemeinenistbj, j=1,2,...,n, von der Gesamtproduktion aller Sektoren der Volkswirtschaft

abhangig, d. h.
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E)j =E)j(X) (5.3.)

=b; (X)X, j=12,...n.

Zwei wichtige Spezialfille der Primarressourcenfunktion (5. 3.) sind:

bj =b;j(x)

=b;(%,)-X,, j=12..,n (5.4.)
und

E)j:l;j'xj, j=12,..,n. (5.5.)
B.4.3

Aus (4. 3.) geht hervor, dass die vom Sektor j =1,2,...,n bendtigte Menge an die Primérressource der

Gesamtproduktion dieses Sektors proportional ist.

Die GroRe

b, =2 j=12..n (5.6
X

i
wird als Koeffizient des direkten Ressourcenaufwands bezeichnet.

Es gilt im Allgemeinen

+

b -x<b
mit

~+ ~t

b =(b;), j=12,..,n, (5.7.)
und

be Ri . die bendtigte Menge an die Primarressource fiir alle Sektoren der

Volkswirtschaft.

B.5.4.

Analog den Koeffizienten des vollen Aufwands lassen sich auch fiir die Primarressourcen Koeffizienten

des vollen Ressourcenaufwands bj, j =1,2,...,n, nach folgender Formel ermitteln:

++

E)j=6j+E)j , 1=L2,..,n, (5.8.)
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mit
~t

b, j =1,2,...,n: der Koeffizient des direkten Ressourcenaufwands fiir Sektor |,

—t+

bj , j =12,...,n: der Koeffizient des indirekten Ressourcenaufwands fiir Sektor j

B.5.5.

—+t

Entsprechend den Formeln (5. 3.) - (5. 5.) lassen sich bj , ] =1,2,...,Nn, folgendermaRen ermitteln:

b = 6;(x*)+i5i.aij(x*) (5.9.)
=
=6:(x*)+zm:6ibi"(x:), j=12,..,n
i=1 X;
b :6;(xj*)+26i-a”(xj*) (5.10)
=6;(xj*)+i6iw, j=12,..n;
=

i
6 Z (5.11.)
b,
=bj+Zbi—*, j=1,2,...,n

Hierist x* .= (X *) e R eine Lésung des Gleichungssystems
X=A(X)X+Yy

=b(x)+Yy.

B.5.6.

Fir die Spezialfalle

b(x) = (;al,-b,- (0.t 0O
bzw.

b(X)::(jZ;:aljbj(Xj),... o0 (X )’

lassen sich (5. 9.) bzw. (5. 10.) folgendermafRen umschreiben:
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_ ~+ no_ b X'k

bj=bj(X*)+Zbi-a”J—f), 1=12,...,n, (5.12.)
i1 X;

_ ot ab (X)) .

b,-=b,-(xj)+2bi-“”l—fl), j=12,...n. (5.13)
i1 X;

Im Falle linearer Aufwandsfunktionen gilt
bj(x) :bj(xj) =C;X;, J=12,..,n,

d. h.

a;b; (X*) _ aijbj(X;) _

X; X;

B.5.8.

Das Gleichungssystem (5. 9.) lasst sich in der Matrizenschreibweise wie folgt darstellen:

+

b=b (x*)+ A (x*)b. (5.14)

Hier sind:
b= (BJ) € Rj,

b (x*):=(b;)eR",

AO) = (2, (), i, j=12,...n.

B.5.9

Aus (4. 14.) lasst sich b wie folgt direkt berechnen:

b= (E— A" (x*)"b (x*). (5.15.)

Es wird jedoch empfohlen, zur Lésung des linearen Gleichungssystems das Verfahren der sukzessiven
Approximation [vgl. Kapitel Ill] anzuwenden:

0+
b =b (x¥ (5.16.)

) -0+

b =A"(xb +b (x¥). (5.17.)
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S.5.1.

W
Die durch (5. 16.) — (5. 17.) erzeugte Folge {b }, v € N U{0}ist monoton wachsend.

Beweis (Induktion):
Es gilt:

e (0 (0
b =A"(x)b +b (- (5.16.-5.17.))

_(0) (0
>b (A" (x>0, b >0)

>0.
Es gelte die Induktionshypothese

ORI
b

b

\%

>

o

Es gilt dann:

L) ) ) &)
b -b =AT(xb —A (x*)b

»
=A"(x)(b -b )

>0,

_(V+1) _(v)
b >b

>0. g.e.d.

S.5.2.

Die Folge (5. 16.)-(5. 17.) konvergiert gegen die eindeutige Losung des Gleichungssystems (5. 14.).

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Satz S. 2. . unter Berlicksichtigung der Tatsache, dass folgendes gilt:

I AGe) = max D a8 (x*)] (5.18.)
i=1

n
= miaXZ| a; (X*) |
j=1

= AT (x*) .

<1. g.e.d.
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B. 5. 10.

S. 5. 2. [asst sich auch direkt beweisen:

(4. 18. garantiert die Existenz von (E — A" (x*)) " und damit die eindeutige Lésbarkeit von
(4.14.).

Es gilt ferner

e RORRO)
b =A"(x*)b +b |

@ @ (0
b =A"(x*)b +b ,

(v) (v-1) (0)

b =A"(xb +b ,
also

b - (E + AT (x*) + (A7) (x*) +...+ (A7) (x*)) b+ (AT (x*) b (5.19)

Man erhalt ferner
lim(A")" (x*) =0 + (5.18)))
und

lim(E + A" (x%) + (AT)*(x*) +...+ (AT) 7 (x*) = i (AT)" (x*)=(E-A"(x*))™".

v=0
geht man in (5. 19.) zum Grenzwert Uiber, so ergibt sich

() ~+
b=limb =(E—A"(x*) b (x*). (5. 20.)

Damit ist die Konvergenz der Folge (5. 16.) — (5. 17.) bewiesen.

Aus (4. 20.) folgt nun:
(E-A () *b=b (x*)
b= AT(x*)b+b (x*),

d. h. der Grenzwert b st das System (4. 14.). Da (E — AT (x*)) regulér ist, ist diese Lésung eindeutig.
g.e.d.
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B.5.11.

(0)
Die Folge (5. 17.) konvergiert auch fiir jede beliebige Anfangslésungb  (also nicht nur fiir
(0) +

b =b (x*))gegen die eindeutige Lésung von (5. 14.) [Vgl. dazu den Beweis von S. 5. 2.]

S.5.3.

Fir die Folge (4. 16.) — (4. 17.) gilt die Fehlerabschatzung

) T [ox) [[V+L _+
16-b || <LACOT 6 ooy, (5.21)
AT ()]

Beweis:

(v-1) (v)
Seienb und b, v >1, zwei nacheinander folgende Niherungslésungen des Gleichungssystems

(4.14.). Es gilt fur g >1:

) () () ) +2)  (4D) vra) (D)

b -b | <lb -b |I+lb -b Jl+.+|b b I,

(5 (9 CINCEY

b -b <AGMNbO -b

9 (9 CINCEY

b —b I < [AT()lI+llb -b |

(v+1) )

< JATIT +lb =b |, vell 9.

() () v+ v+ O ) )

b —=b |l <lb —b [[+[[AT()[I-Ib —b [[+.+[[ATC)|“-]Ib ~b
(v+1) )
=T A ) I

b =b . (5.23.)

Geht man zum Grenzwert liber, so erhalt man fir g — o

) _(v+1) _(V)
ib-b <A =2 1oy
- A ()|
oder
) T (y* ) )
16-b | <A 5 gy, (5.24)
- A () |l

Es gilt ferner
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”6_6(1’) ” . ” AT(X*)”v . ROER O
1= A (x) |

O 4
Far b =b (X*)hat man:

- +

b = AT ()b (x)+b (x),

RO ) o+
b =b || = [IA"(x*)b (9]

+

< [IATOA)[[-[Ib (e8]
und

T +*\ [[v+1 ~+
AT O

Ib-b®| <
- AT (x*)

B.5.12.

Far || AT O | S% gilt wegen (5. 24.)

In diesem Fall hat man fiir

) (v
b -b | <&

die Abschatzung

m
Ib-b | <e.

Fur den Fall, dass

O 1-

q:=l ATOM | <1,
gilt hat man die Abschatzung

m
lb-b || <&

also

@
||6i—6i || <g, 1=12,..,n

b —b .

1o (x)I.
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%
Es wird dabei natiirlich vorausgesetzt, dass die Naherungen b |, 2 =0,1,...v, genau, also ohne

Rundungsfehler, berechnet worden sind.

B.5.13.

Multipliziert man die Gleichung (5. 15.) von links mit yT , SO ergibt sich

y' b=x"b (5.27)
bzw.

>ybi=Yxb, . (5.28)

i=1 i=1

Hieraus folgt eine 6konomische Interpretation des Koeffizienten bi des i — ten Ressourcenaufwands:
Er gibt den Ressourcenaufwand pro Einheit der Endnachfrage an.

B.5. 14.

Zur Losung des Gleichungssystems (5. 14.) kann man das Gaul3-Seidel-Verfahren

[vgl. S. 3. 14.] anwenden, das gewohnlich schneller konvergiert als das Verfahren (5. 16.) —
(5.17.) [vgl. B. 5. 16]:

(OB ()

bi =bi (x¥),1=12,..,n, (5.29.)

) 4 RO RO

bi =) aj(x*)b; +> ai(x*)b; +bi (x*), i=12,...,n; veN. (5.30.)
j=1

j=i

S.5.4.

Die durch (5. 29.) — (5. 30) erzeugte Folge {6}, v € N U{0}, ist monoton wachsend.

Beweis (Induktion):
Induktionsanfang:

W ia O O
bi =) a;(x*)b; +> aj (x*)b; +bi (x*)
j=1 j=i

> Bi (x*)
KO
=bi
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Mit der Induktionshypothese
X(V) Z X(V_l)
folgt durch eine zweite Induktion tber i :

(i=1):

(v+1) + n )

61 = 61 (x*)+Za; (X*)BJ'
i=1

(v-1)

> b1 (x*) +ZaIJ (X*)b;

W)
=b
(i=i+l):

(v+1) + (v+1) n v)

b|+1 = b|+1(X*) + Z au (X*) b] + Z a.” (X*) bJ

j=i+l

(v-1)

> b|+1(x*)+za” (x*)bJ + Z a; (x*)b;

j=i+l

W)
= bi+l .

Daraus folgt

(v+1) )

bi >hbi ,i=12,..n
oder

_(v+l) )

oy
v
Tl
Q
0
Q

S.5.5.

Das Verfahren (5. 29.) — (5. 30.) konvergiert gegen die einzige Losung des Gleichungssystems (5. 14.).

Beweis:
Es gilt:
_ n )+
bi :Zai} (x*)bj +bi (x*)
=1

(V -0+

Zau(x*)bJ +Zau(x*)bJ +bi (x*), i=12,...n,
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M ia ™ )
bi—bi = al ()(bj-b; )+ al (x*)(b;-b; )
j=1 j=i

o m] i G U
‘bi—bi sZ|a;(x*)|b,-—b,- +z|a;(x*)|b,-—b,- , i=12,..,n.
j=1 j=i
Wegen (5. 18.) und
N 9] I 9]
Ilb=b |l.< max|bi—bi |,
oder
o m G) _
Ibi=b; [i< llb-b ., j=12,..,n,
erhalt man
Y. Y (v
|bi—bi | <p;|lb=b [, +q;|[b-b [, (5.31.)
mit
i-1 n
b, :=Z|ai§(x*)|, q ::Z|a;(x*)|, i=12,.,n
j=1 j=i
Sei nun
o m o m
|bs—bs |::m_aX|bi—bi |
m
=|lb-b ..
Setzt manin (5. 30.)i =S, so erhilt man
) ) D
Ilb=b [l,<psllb-b | +a;llb-b |,
d. h.
o w q )
Ilb-b IIC,Oél—SIIb—b .. -
_ps
Daher hat man
) D
Ib-b |.<pllb=b |, (5.32.)
mit
o= m_ini. (5.33))
i 1-— pi

112



Wir zeigen nun, dass
o <|AT ()| <1

gilt:
P+ = i|a3 (X*)|
j=1
<[}a"cen),
<],
o <| A0 - b,

T G Il

1I-p 1-p
A7 0], P A0,
<
1-p,
=|AT e

Damit gilt o < ”AT (X*)”m <1und

m O
[b=b |l,<o"llb=b |,

also

o
limb =b. g.e.d.

B.5.15.
Vergleicht man die Ungleichung

m ] R
[b=b |l.< [A" ()l -[[b=b |,

flir das Verfahren (5.16.) — (5. 17.) mit der Ungleichung

) o
fiir das Verfahren (5. 29.) - (5. 30.), so folgt wegen & <|| A" (X*)||,,, dass das zweite Verfahren

gewohnlich schneller konvergiert.

B. 5. 16.
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Wegen (5. 33.) ist es zweckmaRig, bei der Anwendung des Verfahrens (5. 29.) — (5. 30.) das
Gleichungssystem (5. 14.) so umzuschreiben, dass

G, = Zl a; 8x*) |

j=1

minimal ist.

S.5.6.

Fir das Verfahren (5. 29.) — (5. 30.) gilt die Fehlerabschatzung

Ilb-b |, <——Ib -b |, (5.34.)
l-o
mit
. T
> lay (]
o= max—— (5.35.)
1-> |ag (x|
j=1
< AT,
Beweis:
) (D)

Seien b und b zwei nacheinander folgende Naherungslésungen des Verfahrens (5. 29.) — (5.
30.). Analog den Uberlegungen beim Beweis der Beziehung (5. 2.) lisst sich zeigen, dass

) ) ) D

) ) (e ) (veu2) v )

b =b |, <|b-b Il.+llb b Il +.*llb =b |,

V) oD V) oD V) oD

<o“|b -b |, +**b b || +..+cllb -b |, .

Wegen
7(v+1) B
limb =b
H—>0
ergibt sich die Behauptung. g.e.d.
B.5.17.
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Aus (5. 34.) folgt speziell

lb—b ||, < b —b ., (5.36.)

d. h.

max |b; —b; |, j=12,..,n (5.36)

B. 3.18.

Im Folgenden werden einige Beispiele fiir die Anwendung von Koeffizienten des direkten und vollen
Ressourcenaufwands angefiihrt:

A. Koeffizienten des direkten Ressourcenaufwands:
Diese lassen sich u. a. zur Berechnung folgender Grof3en verwenden:

1) Anteil der verschiedenen im Sektori, i =1,2,...,n, eingesetzten Primdrressourcen am
Endprodukt der einzelnen Sektoren:

by (E— AT (x)y, -
J( (X ))I] yl :bJ(E_AT (X*))alyi! i, J :1,2’_,_,n_ (5 37)
Yi

2) Anteil der verschiedenen in den einzelnen Sektoren eingesetzten Priméarressourcen am
Endprodukt der Volkswirtschaft:

bi D (E-AT(x¥);y,
=i
2V
i1

3) Anteil der verschiedenen in den einzelnen Sektoren eingesetzten Priméarressourcen an
Bestandteilen des Endprodukts der Volkswirtschaft:

., 1=12,...,n. (5.38.)

bi Y (E- AT (x¥);lc,
= ,i=12,..,n (5.39.)
2.6
j=1

t~).+ Zn:(E — AT (x¥));'u,

n ’ i=1!2|-"!n- (5. 40.)
2,
i1
by Z(E — AT (X)),
2 . i=12,..,n (5.41.)
2V
-1
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Dabei sind:

¢;, J=12,...,n: dieindividuelle Konsumtion des Sektors ],

Si J=12,...,n: die gesellschaftliche Konsumtion des Sektors j,
uj, J=1,2,...,n: die Investitionen des Sektors |,

Vi, j=1,2,...,n: der Export des Sektors j.

4) Einfache Ressourcenquote
Sie ist der reziproke Ausdruck des direkten Ressourcenaufwands:

*

X .
=L j=12,..,n

+ ~ bl

bj bj

B. Koeffizienten des vollen Ressourcenaufwands

Diese lassen sich. u. a. zur Berechnung folgender GréRBen verwenden:
1) Der Ressourcenaufwand eines Sektors zur Herstellung dessen Endprodukts:

bi-y, i=12,..,n

2) Der Ressourcenaufwand aller Sektoren zur Herstellung des Endprodukts der
Volkswirtschaft:

ZBV Yio
i=1

(5.42.)

(5. 43.)

(5.44.)

3) Der Ressourcenaufwand eines Sektors zur Realisierung der einzelnen Bestandteile des

Endproduktes dieses Sektors:

bi-c., bi-s., bi-u., bi-v., i=12,..,n.

(5.45.)

4) Der Ressourcenaufwand aller Sektoren zur Realisierung der einzelnen Bestandteile des

Endproduktes der Volkswirtschaft:
n _ n _ n _ n _
Zbl'cly Zbl'slj Zbl'ula Zbl'vl.
i=1 i=1 i=1 i=1

5) Die komplexe Ressourcenquote:

1

b,
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Vi

Einige Elastizitatsaussagen

B.6.1.

Im Kapitel 1l [vgl. B. 3. 2.] haben wir uns bereits mit einer Sensitivitdtsanalyse des statischen
volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodells mit kontrahierender Aufwandsfunktion befasst.

Wir haben die Frage gestellt und beantwortet, was mit der Lésung des genannten Problems

geschieht, wenn man von einem Endnachfragevektor y auf einen anderen Endnachfragevektor ;/
Ubergeht. Damit verbunden wurde die Frage der Stabilitdt der Losung diskutiert. Es wurde
festgestellt, dass wegen der Stetigkeit von f ~'sich die Losung bei kleinen Anderungen der
Endnachfrage ebenfalls wenig andert [vgl. S. 3. 3.].

In diesem Kapitel werden einige Elastizitdtsaussagen zu statischen Verflechtungsmodellen mit
nichtlinearen Aufwandsfunktionen hergeleitet.

S.6.1.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1".). Ferner moge folgendes gelten:

1.
LcR": V(xel, x>0) = (Lo eineU(X)AL> eine U(ax), Yaeo, 1).
2.
b:M? R, i=12,...n
mit
Mf::{XEM°|XGRf},
M®:={xeR"| |x|<d&, 6>0: hinreichend groB}
und
<x1.xzer: x22x1> = b(x*)>b(x"), i=12,.,n.
3.

Das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1".) ist streng lokal (schwach) l6sbar [vgl. B. 2. 2.].

4.
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Die Funktion X —b(x) = f (X) ist stetig in einer Umgebung von X und ist ein lokaler

Homomorphismus in X.

5.

Das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1") ist fir y € R mit

)_/k > ;'k fireink =1,...,n

y. <y, flrizk, i=1..,n

streng lokal |6sbar; diese Losung sei x>0 genannt mit

x; > x; fir mindestens ein 1 =1,...,n.

6.
AX=b(FX)<x-b(), VA <0, 1]
Dann gilt:
A.
XiN—;(iSXkN_;(k, =11"7n’
Xi Xk
B.

)_(k—;(k < ()_(k—bk()j(k))—(;(k_bk(;(k))’

Xk Xk — bk (k)
falls noch zusatzlich die Voraussetzung

7.

Xk—b, (Xx) >0
gilt.
Beweis:

A.:

Sei S e Rf \{O} . Wegen der Voraussetzungen 4. — 5. gibt es ein £ , derart dass fur alle & €[0, é] ein

X. € L mit der Eigenschaft
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X —b(X:) = x—b(X) + &5

existiert, wobei X eine stetige Funktion von ¢ ist und fur alle ¢ €[0, &] gilt:
Xi > O,

lim x. =X, (6.1.)

0"
0 <min{x,/ xi}<1.
1
Nehmen wir an, dass

Xl Xs, < Xil X, fOreini=12,...n

ist. Sei ferner

Bi={i|(x./ %)= 4}
mit
B, = miin{;(gi /xi}.

Offensichtlich ist K ¢ B.

Aus

X: > . X
folgt

Xa—h, (%)< B Xi—-b (B X), ieB
und

X.—b (B X)) < Xi~b(B X), ieB.
Damit gilt

xi—b (X)+&s, <xi—b(x), ieB.
Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung 5.

Daher gilt:

Xl X, > Xil Xy 1=1,2,...0: &€]0, 2[

und
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Xi/ ;(i = X/ ;(k < (6. 1)

B:

Die Behauptung lasst sich durch eine unmittelbare Anwendung des nachfolgenden Lemmas
beweisen. g. e.d.
L.6.1

Sei

a:=(a,) e R"\{0}

b= (b,) € RI\{0}

n=a/b,, a,b #0

{a,b,b}c M c R"
{a.p.nfycAcR, a,BeR, a>0
f(x,5): M —>R, VSeA

f(a,@)> f (b, a) }
f(nb,a) > f (nb,np)

nf b, B) < f(nb,np)
a, =f(aa), b =fbp).

Dann gilt:

b, —a, PB-a
a, %

B. 6. 2.

Die Voraussetzung 4 im S. 6. 1. ist erfullt, wenn z.B. die Funktion X —b(X) =: f (X) stetig und deren

Jacobische Matrix flr X regular ist.

B. 6. 3.

Die Voraussetzung 5in S. 6. 1. heif3t:

Erhoht sich die Endnachfrage eines Sektors (wéahrend die der anderen sich nicht dndert), dann ist
eine Gesamtproduktion echt moglich, wobei mindestens ein Sektor mehr produziert als vorher.
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Die Voraussetzung 6 in S. 6. 1. heil3t:

Reduziert man die Gesamtproduktion aller Sektoren so erhoht sich die Endnachfrage keines der
Sektoren im Vergleich zu vorher.

Diese Voraussetzung ist erfiillt, wenn z.B. (B. 9.) erfiillt ist. Denn aus Xi—b(x) >0 und (B. 9.) folgt fur

p£eo, 1, 1 :1/,6’ und X = B x die Voraussetzung 6. Die Bedingung (B. 9.) ist jedoch wesentlich

starker als die Voraussetzung 6in S. 6. 1.

B.6.5.

Unter den angegebenen Voraussetzungen besagt die Behauptung des Satzes S. 6. 1.:

A. Die prozentuale Anderung der Gesamtproduktion keines der Sektoren ist gréRer als die des
Sektors, dessen Endnachfrage erhoht wiirde.

B. Die prozentuale Anderung der Gesamtproduktion des Sektors, dessen Endnachfrage erhéht
wurde, ist nicht groRer als die prozentuale Anderung der Endnachfrage des genannten
Sektors, falls dieser Sektor auch vorher eine Endnachfrage hatte.

S.6.2.

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1".) in der Form
y, = f.(x), 1=12,..,n,

(bzw. in der Formy = f (X))

mit
f,(X)=x—-b(x), 1=12,..n,

(bzw. f(X):=x-b(x)).

Ferner moge folgendes gelten:

1.
;(,>:(>0, >:<2v,
v,
A*=amin—, «ael0 1.
1 XI
2.
PcR":x xeP,
V(xeP,x>0) = (P>eine U(x)AP >eine U(Ax),v1e ]2, 1[).
3.

f 1P — R": stetig:
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V(XX eP, X <xt) = f(x)< f(x).

4,
y,yeR": f(xX)=ya f(X)=y.
5.
<X| :):(I, ;(i < ):(i, (E i:1,2,...,n> = ):(| < §/|-
6.
Vo>V, Vi <y, i=k;i=12..n.
7.
xi < x, fir mindestens ein1=1,2,...,n.
8.
f(Ax) < f(x), Vie] 1.
9. f () ist ein lokaler Homomorphismus in X .
Dann gilt:
A.
XiniSijXk, ~=12..n
i Xk
B.
ij Xk < (1_19)
Xk

Falls zusatzlich folgendes gilt:

10.

£ (x)>0.

11.

fOOtA) = f (AX), Vie]r 1,
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wobei t(A) eine auf ]ﬂ*, 1[ definierte, streng monoton fallende Funktion ist.

12.

Y, =t@y, delir 1.

Beweis:

Sei SeR! \{O} . Wegen der Bedingung 9. gibt es ein ¢ derart, dass fir alle & €]0, &[ ein X. P

mit der Eigenschaft
f(x.)=f(X)—es

existiert, wobei X eine stetige Funktion von ¢ist und fir alle & €]0, & gilt:
X, >0,

lim X, = X,

£—0"
A, = min{x./ ;<g}; A, €2 1.

Nehmen wir an, dass

< ~
Xi Xk

X_g fireini=12,...,n

gilt. Sei ferner
A={i| %/ x = A}.

Offensichtlich giltk ¢ A.

Aus

X: > 1, X
folgt

f(x:)2 f,(4X), ieA
und

(A X)2f.(x), ieA,

was der Voraussetzung 6. widerspricht. Damit gilt die Behauptung [Vgl. den Beweis von
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S.6.1. Al

B.

Aus den Voraussetzungen 10. - 12. und
A =Xk ! Xk

folgt
)_(k =/1Xk, /16]2,*, 1[.

Man erhalt ferner

x>Ax, Aela* 1. (- S.6.1.A)
Es gilt also
(02 f,(2X)

f(A%) =t(A)y,

Damit erhélt man:

, /16]/1*, 1[.

Yest), e,
Yi

Y _(9).
Y

Dies bedeutet, dass
A28

gilt, was sich als Behauptung des Satzes S. 6. 2. (B) schreiben l&sst. g.e.d.

B. 6. 6.

Satz S. 6. 2. beinhaltet weitere Elastizitdtsaussagen fiir eine umgeformte Fassung des Problems (P. 2.
1’.). In dieser Form wird die Endnachfrage als eine Funktion der Gesamtproduktion betrachtet. Dabei
wird u. a. vorausgesetzt:

- Die Endnachfragefunktion ist stetig und monoton wachsend.

- Das Problem ist fir die zwei Endnachfragevektoren y, y |6sbar; die entsprechenden

Gesamtproduktionsvektoren seien mit X, X bezeichnet.
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- Wird die Gesamtproduktion der einzelnen Sektoren nicht reduziert, wahrend die
Gesamtproduktion eines Sektors gleich bleibt, so nimmt die Endnachfrage dieses Sektors nicht
ab.

- Die Endnachfrage von nur einem Sektor wird erhéht, wahrend die der anderen Sektoren nicht
erhoht wird.

- Die Gesamtproduktion von mindestens einem Sektor wird reduziert.

Unter den angegebenen Voraussetzungen besagt S. 6. 2. A:

Die prozentuale Anderung der Gesamtproduktion keines der Sektoren ist groRer als die des Sektors,
dessen Endnachfrage erhoht wurde.

B.6.7.

Neben denin S. 6. 2. B. angefiihrten Abschitzungen fiir die prozentuale Anderung der
Gesamtproduktion der einzelnen Sektoren lassen sich fiir die GroRe

Xi—)_(i

, 1=12,...n,
Xi

bzw.

Xk—)_(k

Xk

auch andere Abschatzungen angeben.

Sei z.B. Z >0 gegeben, wobei

ﬁ(fk(si)—fk(i»zz

gelten moge. Dann gilt unter Berlicksichtigung von

g/k = f (3x%)
die Abschatzung

XiN_Xi S yk_ X ’ |=1|2|1n (6 2)
yA

Xi
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Vi

Optimierung des Input-Output-Modells

D.7.1.

Mit (P. 7. 1.) moge folgender Spezialfall von (P. 2. 1.) bezeichnet sein, wobei die Aufwandsfunktion
b: Ri — R die Bedingungen (B. 3.) und (B. 4.) erfiillt:

X; =Zlbij(xj)+ Yi
j=

=Y a,(x,) X +y;, i=12..n. (P.7.1.)
=i

Hier sind die Funktionen a, I, j =1,2,...,n, stetig differenzierbar, und es gilt

1]

a;20,1,j=12,..,n

B.7.1.

(P. 7. 1.) lasst sich formal in der Gestalt
X=A(X)X+Yy (7.1)

darstellen [vgl. S. 2. 9.], wobei die in der Definition D. 7. 1. festgelegten Voraussetzungen vorliegen
mussen.

D.7.2.

Als Problem (OP. 7. 1.) sei folgende Optimierungsaufgabe bezeichnet:

Max{z =c’ (x— A(X)X)|xe M} (OP.7.1.)
M ={xeR]|x-A(X)x>y, yeR, B(X)SB b>ol.

Hier sind:

c:=(c)eR", ¢, >0 fur mindestend eini=12,...,n,

b(x): die zur Realisierung des Gesamtproduktionsvektors X

benotigte Primarressource,

b>0: die verfligbare Primarressourcenmenge.
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B.7.2.

Die Primarressourcenfunktion hat oft die Form:

b(x) :=ibj(xj). (7.2

B.7.3.

Im Weiteren mogen folgende Voraussetzungen gelten:

V1(1)

V1(2)

V1(3)

V1(4)

V2

V3(1)

V3(2)

V3(3)

V3(4)

S.7.1.

Die Funktion (E — A(X))x =: f (X) ist fir alle X € R stetig;
Das Problem (P. 7. 1.) (bzw. (7. 1.)) ist eindeutig global |6sbar;
Sei

x=(E-AX)"y

die Lésung von (7. 1.). Dann sind die Elemente der Matrix (E — A(X))™" stetig fiir alle
xeR!;

<xl — A(XDX > x2 = A(X*)X%, VX, X e Rf> = x'>x.
Die Funktionen [(E — A(X)X)] = f.(x), i=12,...,n, sind fir alle X € R} konvex;

i) b(x)>0
1) b(x) vxeR];

ii) b(x) ist stetig
<xl > x4 X £ x2> = B(xl) > l;(xz);
b(AX" + (1— A)X*) = Ab(x") + - ) b(x?), VAe]0, 1[; vx', X’ eR;

vk, = const > 0 3k, = const > 0: b(x) > k, fiir V(x e R"A[| x| k,).

Gegeben sei das Problem (OP. 7. 1.). Dann gilt:

Beweis:

b(E-A(X))'y)<b < M=,
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Diese Implikation ist offensichtlich.
(<)
Sei

b((E - A(X))'y) > b. (7.3)
Dann folgt aus X € R und (E—A(X))x>y:

x=(E-AX)y,

b(x) = b((E - AX)) )

>b. (- (V3(2))

Dies widerspricht aber der Behauptung E)(X) < E) Daher ist die Annahme falsch, und es gilt die

Behauptung. g.e.d.

S.7.2.

Gegeben sei das Problem (OP. 6. 1.). Dann gilt:

b((E—-A(X)'y)<b = M ist kompakt.

Beweis:

Die Beschranktheit von M folgt aus:

b(x) >0 fiir || x|— . (- (V3(4)) (7.4)

~() - -
Seinun {X }, veNuU{0}, eine Folgein M mit limx =x in R . Offensichtlich gilt dann

V—0

Xe Rf. Wird mindestens eine der Ungleichungen
(E-AX) x>y,
b(x) <b
verletzt, so stellt dies einen Widerspruch zu V1(1) und V3(1) dar. Damit ist M abgeschlossen.

g.e.d.

S.7.3.

Gegeben sei das Problem (OP. 6. 1.). Dann gilt:
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<6((E ~AG))Y) 6> SN <3x* e M :c ((E = A(X*))x* = supc” ((E — A(X)X)

xeM
Beweis:
Die Behauptung folgt unmittelbar aus S. 7. 1. und S. 7. 2. g.e.d.
S.7.4.
Gegeben sei das Problem (OP. 6. 1.). dann gilt:
(B(E-AC) 9)=B) = (M ={(E-AM)"]).

Beweis:

<6((E “A())ty)=b, xeM > = x>(E-AX)tY.
ist nun X # (E — A(X)) 'y, dann folgt wegen V3(2):

b(x) >b((E - A(X))™"y)

—b,

was zum Widerspruch fiihrt. g.e.d
S.7.5.
Gegeben sei das Problem (OP. 7. 1.). Sei

b((E - A(X))y) <b.
dann existiert fiir jedes i =1,2,...,n ein eindeutiges £, >0, derart dass

b((E-A(X)(y+e))=b
gilt. Hier ist e', i=12,...,n, der Einheitsvektor mit der Komponente Eins an der i — ten Stelle.

Beweis:

Es gilt:
b((E — A(X)'y)~b <0,

(E—A(x))1(y+aiei)z(E—A(x»1(y+ﬂiei)} va. B30
(E-AM)'(y+ae) = (E-AX) (y+4e))
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Die Komponenten (E — A(X)) (Y + £€') sind in 3 stetig, und es gilt

I(E-A(X)"(y+/Be)| — oo, wenn f — .

Aus V3(2) und ((6. 4.) folgt nun, dass die Funktion E)((E —AX)) " (y+B¢€"), B =0, eine stetige,

streng monoton wachsende Funktion in 3, ist, derart dass

b((E - A(X)) ™ (y + Be')) >0, wenn S —> .

Damit existiert ein eindeutiges /3, derart dass

b((E - A(X)) (Y +3¢€) =b

gilt. g.e.d.

B.7.4.

Die bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels lassen sich folgendermaRen zusammenfassen:

Ausgehend von einem Spezialfall von (P. 2. 1.), wobei die Aufwandsfunktion jedes Sektors nur von der
Gesamtproduktion dieses Sektors abhéngig und dessen Funktion des direkten spezifischen Aufwands
stetig differenzierbar und nichtnegativ ist (bezeichnet als (P. 7. 1)), wird ein nichtlineares statisches
volkswirtschaftliches Optimierungsmodell des Verflechtungstyps untersucht. Maximiert wird die nach
den einzelnen Sektoren gewogene Endnachfrage der Volkswirtschaft unter der Bedingung, dass

1. jeder Sektor mindestens dessen Endnachfrage sichert;
2. die verfiigbare Menge der einzig vorhandenen Primarressource beschrankt ist;

Die Untersuchung erfolgt u. a. unter folgenden Voraussetzungen:

- Die Endnachfragefunktion aller Sektoren bezlglich der Gesamtproduktion ist stetig, monoton
wachsend und konvex.

- Das der Optimierungsaufgabe (OP. 7. 1.) zugrunde liegende statische volkswirtschaftliche
Verflechtungsmodell mit nichtlinearen Aufwandsfunktionen
(P. 7. 1.) ist eindeutig global l6sbar; die Elemente der entsprechenden Inversen sind beziiglich

der Gesamtproduktion stetig;

- Die Primarressourcenfunktion nimmt nur nichtnegative Werte an und ist stetig, streng
monoton wachsen und konvex.

Unter den angefiihrten Bedingungen werden dann folgende Aussagen bewiesen:

1) Das Optimierungsproblem (OP. 7. 1.) hat genau dann eine zulassige Losung, wenn bei der
Realisierung der Losung von (P. 7. 1.) die Primarressourcenmenge hochstens ausgeschopft
wird.

2) Wenn bei der Realisierung der Losung von (P. 7. 1.) die Priméarressource hochstens
ausgeschopft wird, dann hat das Optimierungsproblem (OP. 7. 1.) Optimallésungen [Vgl . S. 7.
2].
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3) Wenn bei der Realisierung der Loésung von (P. 7. 1.) die Priméarressource voll ausgeschopft
wird, dann hat das Optimierungsproblem (OP. 7. 1.) genau eine zuldssige Losung, die
gleichzeitig die Optimallésung dieses Problems darstellt [Vgl. S. 7. 4)].

4) Wenn bei der Realisierung der Lésung von (P. 7. 1.) die Primarressource nicht voll
ausgeschopft wird, so lasst sich dies auch durch die Erhéhung der Endnachfrage in einem
einzigen Sektor erreichen. Diese Erhohung kann jedoch nur auf eine Weise erfolgen [Vgl. S. 7.
5.].

Sei
b((E - A(X))'y) <b,

N ={6 € R" |b((E - A(X))™(y + &) <b}.
Fir jede Lésung X™ des Problems (OP. 6. 1.) gilt
(E-A(X*)x*=y+65, 5eR.

Damit X* eine Lésung des Problems (OP. 6. 1.), wenn (E — A(X*))x* =y + & gilt und O eine Lésung
des Problems

Max{c' (y +0)|5 € N} (OP.7.2.)

ist.

T:={5 € R" |b((E - A(X))*(y + &) > b} = 2.
T ist konvex.

Beweis:
1.

Vgl. den Beweis von S. 7. 5.

Sei
ut,u*eR’:
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b((E — A(X))*(y+u')) > b

b((E — A(X))(y +u?)) > b.
Ferner sei

x=(E-AX)(y+au' +@-A)u?), 2¢€]o, 1,

(E-A))X =y+ut

S ,pr X, x*eR.
(E-A(X))x“=y+u

Man erhalt:

(E = ALK + (L= )X2)AK + (L= A)x2) < A(E — AGE) + (L= )(E - AGENXE (- (V2))

=y+Au'+(1-A)u?
=(E - A(x))x.
Es gilt also
(E— AUAX + (1= 2)X*))(AX" + (L= 2)x?*) < (E = A(X))x
und daher
x> Axt 4+ (1- )X
Es gilt ferner
b(x) > b(Ax* + (1— 2)x?)
> 2b(x4) + L—2)b(x?)

> b,

womit die Konvexitat von T nachgewiesen ist.

S.7.7.

Es gilt

{Be'li=12,..,n}c N g{é‘e R! |i%sl}.

i=1 Mij

Beweis:
Die erste Inklusion ist offensichtlich [Vgl. S. 7. 5.].

Sei nun
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Ge ]1, oo[
mit

AeR]:
Dann gilt:

ﬂzzn:nisﬂie‘; 720,1=12,..,n; > 7 =1
i=1 i

Man erhalt ferner
{(vBe'li=12,..n}cT.

Aus der Konvexitidt von T folgtA €T . Fiir jedes o € N gilt also
)
5eiSeR] |ZF'31 :

i=1 Mj

S.7.8.

Gegeben sei das Problem (OP. 7. 1.). Sei

b(E — A(x))™ <b.
Dann stellt
x=(E~AX) '(y+ Fe)
mit
¢ (y+Be) 2 ¢ (y+fE), 1=12,0m,

eine Losung des Problems (OP. 7. 1.) dar.

Beweis:

(~+S.7.5.)

g.e.d.

Die Behauptung folgt unmittelbar aus S. 7. 7. unter Bericksichtigung der Tatsache, dass die Menge

N::{&eRHZn:%sl}

eine konvexe Polytope ist mit den Exremalpunkten 0, ﬂlel, ﬁzez ..y 5,€", und das die konvexe

Funktion ¢’ (y +-) ihr Maximum in einem Extremalpunkt von N annimmt.
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In B. 7. 5. haben wir ein Maximierungsproblem (OP. 7. 2.) formuliert, in dessen linearer Zielfunktion
eine zuséatzlich Endnachfrage o € Rf als Variable vorkommt. Die einzige Beschrankung dieses

Problems besteht darin, dass bei der Realisierung dieser zusatzlichen Endnachfrage die verfiigbare
Menge an der Primarressource hochstens erschépft wird.

Es stellt sich nun u. a. folgender Zusammenhang zwischen den beiden Optimierungsproblemen (OP.
7.1.)und (OP. 7. 2.) heraus:

X* ist eine Optimallésung von (OP. 7. 1.), wenn

1. die Verflechtungsbedingungen in (OP. 7. 1.) als Gleichung erfillt werden;
2. O eine Optimallésung des Problems (OP. 7. 2.) ist.

B.7.7.

Betrachtet sei das Problem

max{pT(E—A(x)x|XEZ} (OP.7.3.)
mit

Z I=1XE R [(E—-A(X))x>y, B(X)SB, X < X ,

wobei nun lediglich die Voraussetzung V1 gelten moge.

Hier sind:

b:R" — R : stetig mit der Eigenschaft:
<x1 >x*, XX e Rf> = b(x") >b(x%),

p=(p)eR", b=()eR", x:=(x)eR"

Es lasst sich leicht nachweisen:

1. 223 < b(E-AX))Y)<b A (E—AX)y<x.
2. Unter der Voraussetzung, dass

i) L+,
ii) die Funktionen [(E — A(X))X]i = f.(X) sind fiir alle X € R} konkav.

(Zum Beispiel, wenn in
[(E-AM)X] =% =D by (%), i=12,..,n,
i1
die Funktionen bij (Xj), ]=12,...,n,firalle X; € R!, j=12,...,n, konvexsind.)

iii) E)i(x), i=1,2,...,m,sind fir alle X € R} konvex
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- n -
(Zum Beispiel, wenn (firm=1) in b(x) = ij (X;) die Funktionen
i1

bj(Xj), j=12,...,n, fiir alle X; € R!, j=12,...,n, konvex sind.),

ist Z kompakt und konvex. Damit existiert ein Punkt in R}, in dem die Zielfunktion in

(OP. 7. 3.) bezuiglich der Menge Z ein absolutes Maximum annimmt. Jedes relative

Maximum dieses Problems ist dabei ein absolutes Maximum.

B.7.8.

In B. 7. 7. haben wir ein Optimierungsproblem (OP. 7. 3.) betrachtet, bei dem die nach den einzelnen
Sektoren gewogene Endnachfrage der Volkswirtschaft in Abhangigkeit von deren Gesamtproduktion
maximiert wird. Werden alle Gewichte gleich Eins gewahlt, so handelt es sich um die Maximierung
des Gesamtproduktes.

Die Beschrankungen des Problems lauten:

1. Die Gesamtproduktion muss mindestens die Endnachfrage sichern.
2. Die Primarressourcen (im Allgemeinen mehrere) werden hochstens ausgeschopft.
3. Fir die Gesamtproduktion gilt eine Hochstschranke.

Es sei dabei bemerkt, dass hier von den in B. 7. 3. gemachten Voraussetzungen nur die erste aulRer
der Konvexitat gelten soll. Auerdem werden die Primarressourcenfunktionen als stetig und monoton
wachsend vorausgesetzt.

Flr das Optimierungsproblem (OP. 7. 3.) gilt nun folgende Aussage:

Das Problem (OP. 7. 3.) hat genau dann eine zuldssige Losung, wenn die Primarressourcen hochstens
ausgeschopft werden.

Unter den zusatzlichen Bedingungen, dass

4. eine zuldssige Losung gefunden werden kann,
5. die Endnachfragefunktionen beziiglich der Gesamtproduktion konkav sind,
6. die Primarressourcenfunktionen konvex sind,

kann man beweisen, dass in (OP. 7. 3.) jedes relative Maximum gleichzeitig ein absolutes Maximum
ist.
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Vi

Das Input-Output-Modell mit Intervallkoeffizienten

D. 8. 1. (Das Leontief-Modell mit Intervallkoeffizienten)

[l o) [+ (@ an [ o Jer [aman JDe g J+ [ J= [0 ]
[az‘l,a;][x;,xf]+[a2‘2,a;2][x2‘,x;]+...+[a2‘n,a;n][x;,xn*}r[yz,y2] [ }

Fewan ]l o i T T [ an T o D] =[x

B.8.1.
Das obige System lautet in Matrizenschreibweise:

AX+Yy =X
mit
lan.a, ]| [ap.a) ]| o [ag.a)] [yrov ] %% ]
aclman] [aan] o [aean]] (D] _|lex]]

] [an] - [ma])  (Dew) ()

B. 8. 1. (Zerlegungsmethode)
Nach dieser Methode wird das lineare Gleichungssystem in zwei Subsysteme zerlegt. Danach werden
die Losungen der beiden Subsysteme miteinander kombiniert.

System 1 System 2
-y - v - v - v + vt + yt + gt + vt
A X, +apX, +..+a;X; +.. ta, X, =Y, A X FapX, .+ aX; +. ta, X, =Y,
-v- - v -v— - v - vt - vt - vt - vt
ap X +a;,X, +...+ainj +... +ainx =Y, ag X, +a,Xx, +...+alej +... +alan =Y
X +a,X, FotagX; .t a X =Y, Ay Xy +a,X; FoFagX A X =Y,

BS. 8. 1.
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Sei

[0.2000,0.2010] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900] 350
A=|[0.1000,0.1100] [0.2700,0.2800] [0.2824,0.2900] |, Y =| 500
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.5294,0.6000] 550

Das obige System kann nun als zwei Subsysteme geschrieben werden:

0.2000 0.2000 0.0882 0.2010 0.2015 0.0900

A" ={0.1000 0.2700 0.2824 |, A" =] 0.1100 0.2800 0.2900

0.0450 0.1333 0.5294 0.0500 0.1400 0.6000
0.8000 -0.2000 -0.0882 0.7990 -0.2015 -0.0900
E-A =|-0.1000 0.7300 -0.2824 |, E— A" =| -0.1100 0.7200 -0.2900
—0.0450 -0.1333 0.4706 —0.0500 -0.1400 0.4000

0.8000 -0.2000 -0.0882) ( x; 350
—0.1000  0.7300 -0.2824 |-| x, |=| 500 ,X_:(990.3326 1470.4770 1679.9395)T
—0.0450 -0.1333 0.4706 ) ( X, 550

0.7990 -0.2015 -0.0900) (% | (350
01100  0.7200 —-0.2900 || x; |=|500 |, x' =(1108.7417 1715.2845 2113.9423)'
~0.0500 -0.1400 0.4000) | x; ] (550

Die Losung der obigen Subsysteme ergibt:

XX )] ([090.3326, 1108.7417]
[%;.%; ||=| [1470.4770,1715.2845]
(6.5 ] [1679.9395,2113.9423]

B. 8. 2. (Berechnung mit Intervallmittelwerten)
Bei dieser Methode ersetzt man die einzelnen Intervalle durch ihre Mitte:

m XX
X =
2
BS. 8. 1. (Fortsetzung)
0.2005 0.2008 0.0891 0.7995 -0.2008 -0.0891
A=]0.1050 0.2750 0.2862|, E—-A=|-0.1050 0.7250 -0.2862
0.0475 0.1367 0.5647 -0.0475 -0.1367 0.4353
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0.7995 -0.2008 -0.0891)\( x, 350
-0.1050 0.7250 -0.2862 || x, | =] 500 |,
—0.0475 -0.1367  0.4353 )\ X, 550

x = (1043.5233 1580.4377 1873.6807)'

B. 8. 3. (Nach dem Jacobi-Verfahren)

Mit
Exd 0 S 0
0 [a,.a]
D= ,
0
0 0 [a;n,ann]
0 0 . 0
[an.a;] O
U= )
0
lawan] - - [&aada] O
U
0 0
0=

- +
[an—l,n ’ a‘n—l,n ]

0 . .. 0 0

|asst sich nun das Gleichungssystem A, - X =D, folgendermaRen schreiben:
(D-U-0O)x=y = Dx=(U+0,)x+y.
Vorausgesetzt, dass D™ existiert, erhalt man:
x=D*{(U+0)x+y}
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=D (U+0)x+D™y.
Die Iterationsvorschrift nach dem Jacobi-Algorithmus lautet nun:

X =D (U +0)x*Y + Dy, k=12,..

BS. 8. 1. (Fortsetzung)
Sei

—| [0.1000,0.1100] [0.2700,0.2800] [0.2824,0.2900] |,

[0.2000,0.2010] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900]
y— 500
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.5294,0.6000]

D = | [0.0000,0.0000] [0.2700,0.2800] [0.0000,0.0000]

[0.2000,0.2010] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000] [0.5200, 0.6000]

U =[0.1000,0.1100] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.0000,0.0000]

[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]J

[0.0000,00000] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900]
O = |[0.0000,00000] [0.0000,00000] [0.2824,0.2900]
[0.0000,00000] [0.0000,00000] ~ [0.0000,00000]

" [0.2700,0.2800] [0.0000, 0000]
det D = (—1)** -[0.2000,0.2010] det |

O 0000,0. OOOO 0 5200, 0. 6000

+(~1)2-[0.0000,0.0000] det[ |

[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
[0.0000,0.0000] O 5200,0.6000]

143 [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
+(—1)** -[0.0000, 0.0000] det

[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]

det D = [0.2000,0.2010] det([oz?oo,o.zsoo] [0.0000, 0000] } ( [o. 1404]}

[0.0000,0.0000] [0.5200,0.6000]) | [0.1680] )°
det D =[0.2000,0.2010]-[0.1404,0.1680] = [0.0281,0.0338]

D,, =[0.1404,0.1680], D, =[0.0000,0.0000], D, =[0.0000,0.0000]

D,, =[0.0000,0.0000], D,, = [0.1040,0.1206], D,, =[0.0000,0.0000]
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—[0.0000,0.0000], D,, =[0.0000,0.0000], D,, =[0.0540,0.0563]

[0.1404,0.1680] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
[0.0000,0.0000] [0.1040,0.1206] [0.0000,0.0000] | =
[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000] [0.0540,0.0563]

4 1
~ [0.0281,0.0338]

[4.1538,5.9786]
—| [0.0000,0.0000]
[0.0000,0.0000]

[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
[3.0769,4.2918] [0.0000,0.0000]
[0.0000,0.0000] [1.5976,2.0036]

[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]
(U +0)=|[0.1000,0.1100] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000] |+
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.0000,0.0000]

[0.0000,00000] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900]
[0.0000,00000] [0.0000,00000] [0.2824,0.2900]
[0.0000,00000] [0.0000,00000] ~ [0.0000,00000]

[0.0000,0.0000] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900]
—|[0.1000,0.1100] [0.0000,0.0000] [0.2824,0.2900]
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.0000,0.0000]

[0.0000,0.0000] [0.8308,1.2047] [0.3664,0.5381]
D*(U +0)=|[0.3077,0.4721] [0.0000,0.0000] [0.8689,1.2446]
[0.0719,0.1002] [0.2130,0.2805] [0.0000,0.0000]

[ ]” R
%% [0.0000,0.0000] [0.8308,1.2047] [0.3664,0.5381]

[%.% ] |=| [0.3077,04721] [0.0000,0.0000] [0.8689,1.2446] |.|[%;,%; |
" [0.0719,0.1002] [0.2130,0.2805] [0.0000,0.0000] ]

3173

(k-1)

(k-1)

[4.1538,5.9786] [0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]) (350
+|[0.0000,0.0000] [3.0769,4.2918] [0.0000,0.0000] |.| 500 |.
[0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000] [1.5976,2.0036] | { 550
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[0.2000,0.2010] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900] 350
A=|[0.1000,0.1100] [0.2700,0.2800] [0.2824,0.2900] |, Y =| 500
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.5294,0.6000] 550

[1,0000,1.0000] [0.0000.0.0000] [0.0000.0.0000]
E — A=|[0.0000.0.0000] [1,0000,1.0000] [0.0000.0.0000] |-
[0.0000.0.0000] [0.0000.0.0000] [1.0000,1.0000]

[0.2000,0.2010] [0.2000,0.2015] [0.0882,0.0900]
~|[0.1000,0.1100] [0.2700,0.2800] [0.2824,0.2900]
[0.0450,0.0500] [0.1333,0.1400] [0.5294,0.6000]

[ 07990, 0.8000] [-0.2015, ~-0.2000] [-0.0900, —0.0882]
—|[-0.1100, —0.1000] [ 0.7200,  0.7300] [-0.2900, —0.2824]
[-0.5000, —0.0450] [-0.1400, -0.1333] [ 0.4000,  0.4706]

Sei
]
[990.3326, 1108.7417]
(%% 1" |=| [1470.4770,1715.2845]
[X_ X+TO) [1679.9395,2113.9423]
3173
e Do Flanan e T [asan oo 1 - -Tanan [xx ]
S A R L
| [an.a) ]
Py e A e e W Y L L LY
o (2.0 |
e ey Flanan ] ox ] [anan [ 6 T [ e [ X |
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T (a8 ]

Die Durchfiihrung der Iterationsschritte manuell aufwendig. Daher miissen wir hier leider darauf

verzichten.
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