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I 
 

Das lineare Input-Output-Modell 
 

 

D. 1. 1.  

Unter dem statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodell mit linearen Aufwandsfunktionen 
verstehen wir: 

( )x b x y= +             (P. 1. 1.) 

mit 

 ( , ):  ,    ( ) : ,    ,    0,n n
n nb R R b x Ax A M A+ +→ = ∈ ≥  

 : ( ) ,n
ix x R+= ∈  

 : ( ) ,n
iy y R+= ∈  

oder in Summenschreibweise: 

 
1

,    1, 2,..., .
n

i ij j i
j

x a x y i n
=

= + =∑                                                  (P. 1. 1’.) 

Hier sind: 

 :n                       die Anzahl der Sektoren in der Volkswirtscha�, 

,   , 1, 2,..., :  ija i j n=  der Materialaufwand des teni − Sektors zur Herstellung einer   

                                                         Einheit des Produktes des tenj − Sektors  

                                          (kurz: „Materialaufwandskoeffizient“), 

 ,  1, 2,..., :ix i n=  die Gesamtproduk�on des teni − Sektors, 

 ,  1, 2,..., :iy i n=  die Endnachfrage des teni − Sektors. 

 

S. 1. 1. 

 :     ist isoton      0n nA R R A+ +→ ⇔ ≥ . 

Beweis: 

" "⇒  

Sei :    isoton.n nA R R+ +→  Dann gilt: 

 0,      1, 2,...,ie i n≥ = ,      
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 0,      1, 2,..., ,iAe i n≥ =  

 0.A ≥  

" "⇐  

Sei 0.A ≥  Dann folgt aus 

 1 2x x≤  

auch 

 1 2.Ax Ax≤                   q. e. d. 

 

B. 1. 1. 

Für ein gegebenes ny R+∈  lässt sich (P. 1. 1.) zu 

 y x Ax= −  

bzw. 

 y Fx=                                (1. 1.) 

mit  

 : ( )F E A= −  

schreiben. 

 

D. 1. 2. 

Eine reelle Matrix ( , ): ( )ij n nF f M= ∈ mit 0,  ijf i j≤ ∀ ≠ , heißt M − Matrix, in Zeichen MF M∈ , 

wenn det 0F ≠  und 1 0F − ≥ . F heißt dann auch nichtnegativ invertierbar. 

 

S. 1. 2. 

Gegeben sei 

 ( , ): ( ) ,      0,  .ij n n ijF f M f i j= ∈ ≤ ∀ ≠  

Dann sind folgende Aussagen äquivalent: 

a) .MF M∈  

b)  Für ein ny R+∈ \{0}es exis�ert ein nx R+∈ , derart, dass Fx y=  gilt. 

c)  Für alle ny R+∈ es exis�ert ein nx R+∈ , derart, dass Fx y=  gilt. 

d) 
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11 1

1

. . .
. .
. .det 0
. .

. . .

p

p pp

f f

f f

 
 
 
  >
 
 
 
 

, 1,2,..., .p n=                             (1. 2.) 

(Die Determinanten in (1. 2.) nennt man führende Hauptminoren.) 

e) ( ) { }
,

det 0,    1, 2,...,ij i j L
f L n

∈
> ∀ ⊂                 (1. 3.) 

Die Determinanten (1. 3.) nennt man Hauptminoren. 

 

Beweis: 

1) „b ⇒  d“  (Induk�on) 

Induktionsanfang: 

Sei 1.n =  Das Gleichungssystem (1. 1.) lautet dann: 

 11 1 1f x y= . 

Wenn 1 0x ≥ ist für ein 1 0y > , dann muss auch 11 0f >  sein. 

Induktionsannahme: 

Die Aussage ist rich�g für 1.n −  Nach b) hat Fx y=  eine Lösung nx R+∈  für ein ny R+∈ \{0} . 

Aus der ersten Gleichung erhält man: 

 
2

11 1 1
2

ij j
j

f x y f x
=

= −∑ .                   (1. 4.) 

Wegen 1 0y >  und 0,  0,  2,3,..., ,ij jf x j n≤ ≥ =  ist 11 1 0f x > ,  und damit 11 0.f >  

Jetzt wenden wir das Gaußsche Elimina�onsverfahren so auf das Gleichungssystem Fx y=  an, dass 
wir erhalten: 

 

11 12 1 1 1
* * *

22 2 2 2

* * *
2

. . .
0 . . .
. . . . .

.
. . . . .
. . . . .
0 . . .

n

n

n nn n n

f f f x y
f f x y

f f x y

    
    
    
    

=    
    
    
        
    

                (1. 5.) 

Dabei ist: 

 1*
1

11

: ,    , 2,3,..., ,j
ij ij i

f
f f f i j n

f
= − =  
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 * 1
1

11

: ,i i i
yy y f
f

= −         2,3,..., .i n=  

Wegen 0ijf ≤  für , 2,3,..., ,  ,  und 0 für 2,3,...,ii j n i j y i n= ≠ > =  folgt: 

 * 0,    , 2,3,..., ;   ,ijf i j n i j≤ = ≠  

 * 0,iy >    2,3,..., .i n=  

Also erfüllt das lineare Gleichungssystem 

 * *

2
,    2,3,..., ,

n

ij j i
j

f x y i n
=

= =∑  

die Bedingung b) und wir erhalten nach Induk�onsvoraussetzung: 

 

* *
22 2

* *
2

. . .
. .

det 0,    2,3,..., .. .
. .

. . .

l

l ll

f f

l n

f f

 
 
 
  > =
 
 
 
 

 

Damit folgt:

11 12 1 * *
11 1 * * 22 2

22 2

* *
1 * * 2

2

. . .
. . . . . .

0 . . .
. . . .

. . .
. .det det det 0,    l 2,3,..., .. .

. . .
. . . .

. . .
. . . . . .

0 . . .

l
p l

l

p pp l ll
l ll

f f f
f f f f

f f

n

f f f f
f f

 
    
    
    
   = = > = 
    
    

        
 

 

 

2) „d ⇒  c“  (Induk�on) 

Sei 1.n = Dann hat das Gleichungssystem 11 1 1f x y=  wegen 11 0f >  für jedes 1 0y ≥  die Lösung: 

 1
1

11

0.yx
f

= ≥  

Induktionsannahme: 

Die Aussage ist rich�g für 1n − . Wegen d) gilt insbesondere 11 0,f > so dass wir in 1) die Gaußsche 

Elimina�on auf das Gleichungssystem Fx y=  mit beliebigem 0y ≥  anwenden können. Wie oben 
erhalten wir das System: 

 * *

1
,    2,3,..., ,

n

ij j i
j

f x y i n
=

= =∑  

mit 
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 * 0,    , 2,3,..., ;  ,ijf i j n i j< = ≠  

 * 0,    2,3,..., .iy i n≥ =  

Wegen 

 

* *
11 122 2

11

* *
12

. . .. . .
. .. .

1det det . . 0. .
. .. .

. . .. . .

ll

l lll ll

f ff f

t

f ff f

   
   
   
   = >
   
   

     

,     {2,3,..., },p n∈  

hat das obige Gleichungssystem nach Induk�onsannahme eine Lösung 2 30, 0,..., 0nx x x≥ ≥ ≥  für 

diese *,  2,3,...,iy i n= . 

Aus (1. 4.) erhalten wir: 

 1 1 1
211

1 ( ) 0.
n

j j
j

x y f x
f =

= − ≥∑  

Damit haben wir eine Lösung von (1. 5.) gefunden, die wegen der Äquivalenz der Gleichungssysteme 
auch Fx y=  löst. 

 

3) „c⇒b“ ist offensichtlich. 

 

4) „e⇒d“: 

Diese Implika�on ist auch klar. Nehmen wir an, dass c) erfüllt ist. Dann ist c) auch für jedes 
Gleichungssystem erfüllt, das durch gleichar�ges Umnummerieren der Zeilen und Spalten von F
entsteht. So kann jede Hauptuntermatrix zur führenden Hauptuntermatrix gemacht werden, wobei 
sich ihre Determinante nicht ändert. Damit folgt die Bedingung e), indem man die Implika�on) „e⇒
d“ auf das umnummerierte System anwendet.  

 

5) „a⇒ c“: 

Sei MF M∈ . Dann hat das Gleichungssystem Fx y=  die eindeu�ge Lösung: 

 1 0,    .nx F y y R−
+= ≥ ∀ ∈  

 

6) „c⇒d“: 

Nehmen wir an, dass c) erfüllt ist. Dann folgt wegen d) die Existenz von 1F − , und wir erhalten eine 
eindeu�ge Lösung als 1x F y−= . Es ist also 

 1 0,    .nx F y y R−
+= ≥ ∀ ∈  
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Damit gilt 1 0,  1, 2,..., ,iF e i n− ≥ =  also 1 0.F − ≥                   q. e. d. 

 

B. 1. 2. 

Die Bedingungen d) und e), auch bekannt als Hawkins-Simon-Bedingung, erlauben wegen der 
Komplexität der Defini�on einer Determinante keine direkte ökonomische Interpreta�on. Wir können 
aber aus Bedingung e) schließen, dass 

 1,    1, 2,..., ,iia i n< =  

gilt. Daraus folgt 

 ,    1, 2,..., .ii i ia x x n< =  

Das heißt, dass die Menge des Produktes ,i  die zur Herstellung seiner eigenen Gesamtproduk�on ix
eingesetzt wird, kleiner ist als ix . Wäre 

 { }   für ein 1, 2,...,ii i ia x x i n≥ ∈ , 

so wäre der Sektor unproduk�v, denn vom Produkt j würde mehr eingesetzt als ausgebracht und er 
häte damit keine posi�ve Gesamtproduk�on. In diesem Falle wäre auch die Bedingung b) nicht 
erfüllt, die besagt, dass für eine Endnachfrage eine nichtnega�ve Produk�on exis�ert. 

Man beachte, dass in den Bedingungen b) und c) die Eindeu�gkeit nicht gefordert wird. 

 

S. 1. 3. 

Sei 

 :F E A= −  

mit 

 ( , ) ;    0.n nA M A∈ ≥  

Dann gilt für alle 1 2 1 2 1 2, ,  ,  n
i ix x R x x x x+∈ ≤ =  für mindestens ein { }1,2,...,j n∈ , die Beziehung 

 { }1 2

1 1
,    1, 2,..., .

n n

ij j ij j
j j

f x f x i n
= =

≥ ∈∑ ∑  

 

Beweis: 

Sei { }1,2,...,i n∈ mit 1 2
i ix x= . Dann gilt: 

 1 2 1 2

1 1 1
( )

n n n

ij j ij j ij j j
j j j

f x f x f x x
= = =

− = −∑ ∑ ∑  

                             1 2

1
( )( )

n

ij ij j j
j

a x xδ
=

= − −∑  
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                                        1 2 1 2

1
( )

n

i i ij j j
j

x x a x x
=

= − − −∑  

                   2 1

1
( )

n

ij j j
j

a x x
=

= −∑  

                              0.≥                      q. e. d. 

 

B. 1. 3. 

Die Aussage von S. 1. 3. lässt sich folgendermaßen ökonomisch interpre�eren: 

Eine Erhöhung der Gesamtproduk�on eines Teils des produk�ven Bereichs führt zum Rückgang der 
Endnachfrage bei den Sektoren, deren Gesamtproduk�on konstant geblieben ist. 

 

S. 1. 4. 

Sei MF M∈ . Dann gilt: 

1 2 1 2 1 2,  ,   .nFx Fx x x R x x+≥ ∈ ⇒ ≥  

Beweis: 

Es gilt: 

 1 1 1x F Fx−=  1 2F Fx−≥ 2.x=                     q. e. d. 

 

B. 1. 4. 

S. 1. 4. bedeutet: Eine Erhöhung der Endnachfrage erfordert eine Erhöhung der Gesamtproduk�on. 

 

S. 1. 5. 

Gegeben sei 

 ( ), ,    0.A M n n A∈ ≥  

Dann sind folgende Aussagen äquivalent: 

a) ( ) .ME A M− ∈  
 

b) 
1

( ) max | | 1ii n
Aρ λ

≤ ≤
= < , 

,   1, 2,..., :  i i n iλ = − ter Eigenwert der Matrix ,A  

( ) :Aρ  der Spektralradius von .A  

c) Es gibt eine Norm mit 
1.A <  
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d) lim 0l

l
A

→∞
= . 

e) Die Neumannsche Reihe 
0

i

i
A

∞

=
∑ konvergiert. 

 

Beweis: 

1) 

„b ⇒  d“ : 

Sei ( ) 1Aρ < . Dann gibt es eine Norm mit 

 ( ) 1A Aρ ε≤ + <  für eine geeignetes 0.ε >  

Es gilt ferner wegen 

 
llA A≤  

die Behauptung 

 lim 0.l

l
A

→∞
=  

 

„d ⇒  b“ : 

Wir nehmen an: 

  ein :  1.λ λ∃ ≥  

Sei 0x ≠ der zugehörige Eigenvektor. Dann gilt 

 ,  ,l lA x x l Nλ= ∀ ∈  

und die Folge ( ){ }l
l NA x ∈  geht nicht gegen Null. 

 

2) 

 „b ⇒  e“ : 

Sei ( ) 1Aρ < und Ax xλ= . Wegen  

 ( )E A x x Ax− = −  

                x xλ= −  

                (1 )xλ= −  

ist (1 )λ− Eigenwert von ( )E A− zum Eigenvektor x von ( )E A− . 

Es gilt ferner: 

 1 1 1 | |λ λ− ≥ − −  0,>                                            ( 1λ < ) 
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d.h. ( )E A− ist inver�erbar. 

Weiter ergibt sich aus  

 1( )( ... )l lE A E A A E A−− + + + = −  

durch Mul�plika�on mit 1( )E A −− von links 

 1 1 1... ( ) ( )l lE A A E A E A A− − −+ + + = − − − .                                                                   (1. 6.) 

Die rechte Seite von (1. 6.) geht wegen 2) gegen 1( )E A −− für l →∞ , d.h. 

 1

0
( ) .i

i
E A A

∞
−

=

− =∑                                                      (1. 7.) 

 

„e ⇒  b“ : 

Aus der Konvergenz der Reihe
0

i

i
A

∞

=
∑ folgt lim 0l

l
A

→∞
= . Wegen 1) ist dann ( ) 1Aρ < . Wie oben erhält 

man (1. 7.) und sieht, dass die Reihe gegen 1( )E A −− konvergiert. 

 

3) 

„c ⇒  b“ : 

Zunächst wird folgende Aussage bewiesen: 

Sei ( , )A M n n∈ reell. Dann gilt 

 ( )A Aρ ≤ .                                                                              (1. 8.) 

Es gelte 

 ,    ,  .nAx x C x Cλ λ= ∈ ∈  

Daraus folgt: 

 A x Ax⋅ ≥  xλ= .xλ= ⋅  

Wegen 0x ≠ folgt hieraus A λ≥  und damit die Behauptung. 

Die Aussage „c ⇒  b“ folgt nun wegen (1. 8.): ( ) 1.A Aρ ≤ <  

 

4) 

 „b ⇒  c“ : 

 0 :  ( ) 1.Aε ρ ε∃ > + <                                                        ( ( ) 1Aρ < ) 

Damit ist die Existenz einer Norm mit  
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 ( ) 1A Aρ ε< + <  

gesichert. 

 

5) 

„b ⇒  a“ : 

Ist ( ) 1Aρ < , so exis�ert 1( )E A −−  nach „b ⇒  e“ und man hat 

 1

0
( ) .i

i
E A A

∞
−

=

− =∑  

1( )E A −− ist nichtnega�v, weil jeder Summand der Reihe nichtnega�v ist. Trivialerweise gilt 

 0,  , 1, 2,..., ;  .ij ija i j n i jδ − ≤ = ≠  

 

„a ⇒  b“ : 

Sei 1( ) 0E A −− ≥  und λ ein Eigenvektor von A zum Eigenvektor 0x ≠ . Dann ergibt sich 

 ( ) ( )1 2 1 2, ,..., , ,...,
T T

n nx x x A x x xλ ≤  

und weiter 

 ( ) ( )1 2 1 2( ) , ,..., (1 | |) , ,..., .
T T

n nE A x x x x x xλ− ≤ −  

Es folgt 

 ( ) ( )1
1 2 1 2, ,..., ( ) , ,...,

T T
n nx x x E A x x x−≤ −  

und daraus wegen 0x ≠ und 1( ) 0E A −− ≥  

 1.λ <              q. e. d. 

 

B. 1. 5. 

Die Bedeutung von Aussage b) liegt in den durch (1. 8.) Beziehungen zwischen dem Spektralradius 
und einer Norm der Matrix und führt damit zur Interpreta�on von c). 

Wegen 0A ≥  ist die Bedingung c) genau dann in der 1  bzw. NormL L∞− − erfüllt, wenn alle 

Spalten- bzw. Zeilennormen kleiner als 1 sind, d. h. A  erfüllt die Brauer-Solow-Bedingung. 

[Vgl. Nikaido, Hukukane: Convex Structures and Economic Theory, New York-London 1968, 

S. 94, Solow, Robert: On the Structure of Linear Models. In: Econometrica 20 (1952), S. 27-46, 

Woodbury, Max A.: Proper�es of Leon�ef-Type Input-Output Matrices. In: Morgenstern, O. (Hrsg.): 
Economic Ac�vity Analysis, New York-London 1954, S. 341-363]. 
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Mit Hilfe einer Betrachtung unzerlegbarer Matrizen lässt sich die Bauer-Solow-Bedingung etwas 
abschwächen. 

[Vgl. dazu: Solow, Robert: On the Structure of Linear Models. In: Econometrica 20(1952), S. 29-46]. 

Ist Bedingung c) in der NormL∞ − erfüllt, d.h. gilt 

 max | |  1,iji j
A a

∞
= <∑  

so folgt 

 ( ) ( )1 2
1 1 1

1,1,...1 , ,..., , 1,1,...1 .
T

n n n
T T

j j nj
j j j

A a a a
= = =

 
⋅ = < 

 
∑ ∑ ∑  

Um von jedem Produkt eine Einheit auszubringen, muss also weniger als eine Einheit jedes Produktes 
eingesetzt werden. 

Die Matrix ( )E A− kann durchaus eine M − Matrix sein, obwohl 1.A
∞
≥  S. 1. 5. garan�ert in 

diesem Fall jedoch die Existenz einer (anderen) Norm mit 1.A <  

Explizit können wir diese Norm folgendermaßen erhalten: 

 :  ( ) 0,x x E A x∃ ≥ − >                                  (  S. 1. 2. b) 

also 

 
1
( ) 0,    1, 2,..., ,

n

i ij ij j
j

x a x i nδ
=

≥ − > =∑  

 
1

1 ( ) 0,    1, 2,..., ,
n

ij ij j
ji

a x i n
x

δ
=

⋅ − > =∑                     ( 0ix > ) 

 
1 1

1 10
n n

ij j ij j
j ji i

x a x
x x

δ
= =

< −∑ ∑  

    
1

1 ,    1, 2,..., .
n

ij j

j i

a x
i n

x=

⋅
= − =∑                                                                                      (1. 9.) 

Die Matrix 

 

1 . . . 0
. .
. .
. .
0 . . . n

x

P

x

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

ist wegen 0,  1, 2,..., ,ix i n> = nichtsingulär, und es gilt 
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 1

, 1,2,...,

.ij j

i i j n

a x
P AP

x
−

=

 
= 

 
 

Aus (1. 9.) folgt dann 

 1 1.P AP−

∞
<  

Wegen (1. 9.) haben wir damit eine Norm mit der gewünschten Eigenscha� gefunden. 

Bei jeder MatrixM − können wir also eine Transforma�on angeben, dass die Zeilennormen posi�v 
werden. Die transformierte Matrix ( )1A E A P− − ist wieder eine MatrixM − , denn die 

Ähnlichkeitstransforma�on ändert die Eigenwerte nicht. Dieser Transforma�onsprozess bedeutet 
aber nichts anderes als die Wahl neuer Maßeinheiten für die Produkte. 

 

Auch für die Aussagen d) und e) aus S. 1. 5.kann man eine anschauliche ökonomische Interpreta�on 
angeben. Dazu erinnern wir uns daran, dass der Koeffizient ,  , 1, 2,..., ,ija i j n= angibt, wie viele 

Einheiten des Produktes i zur Herstellung einer Einheit des Produktes j verwendet werden. Zur 
Herstellung des Produktes j werden aber unter Umständen noch andere von i verschiedenen 
Produkten benö�gt, zu deren Produk�on wiederum auf direktem oder indirektem Wege das Produkt 
i gebraucht wird. 

Allgemein gibt 

 
1 1 2

1

.
( 1)

, ,
1 1

: ... ... ,    1
p

p

n
p

ij i i i i i j
i i

a a a a p+

= =

= ⋅ ≥∑ ∑  

die Anzahl der Einheiten des Produktes i an, die über p Stufen zur Herstellung einer Einheit des 
Produktes j benö�gt werden. 

Wegen 

 ( )p p
ijA a=  

haben wir damit eine Interpreta�on der Potenzen der Matrix A  gewonnen. Bedingung d) besagt 
somit, dass der indirekte Einfluss eines Produktes auf ein anderes mit wachsender Anzahl der 
Produk�onsstufen gegen Null geht. Dies folgt natürlich auch aus der Konvergenz der Neumannschen 
Reihe. 

Aussage e) gibt uns ein Berechnungsverfahren für die Inverse von ( )E A− . Genauso gut kann man 
aber auch mitels 

 1( )x E A y−= −  

    
0

i

i
A y

∞

=

=∑  

    2 ...y Ay A y= + + +  

das Itera�onsverfahren 
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(0)

( 1)

:
: ,    0i i

x y
x y Ax i+

 =


= + ≥
 

ansetzen, das die Par�alsummen
0

i

i
A y

∞

=
∑  berechnet und gegen den Produk�onsvektor x  konvergiert. 

Dieses Verfahren können wir folgendermaßen interpre�eren: 

Zunächst stellt man die geforderte Endnachfrage y  her. Die Ausbringung von y erfordert aber Ay als 

Einsatz. Um Ay zu produzieren, benö�gt man wiederum ( )A Ay als Einsatz, usw. Als Summe erhält 
man schließlich das gesuchte .x  

 

D. 1. 3. 

Eine Abbildung 

 : n nf D R R⊂ →  

heißt kontrahierend auf 0D D⊂ , wenn 

 [ [ 1 2 1 2 1 2
0 ein 0,  1 :  || ( ) ( ) ||  || ||,  , .f x f x x x x x Dλ λ∃ ∈ − ≤ − ∀ ∈  

Die Zahl 1Rλ∈  heißt dann Kontraktionskonstante. 

 

B. 1. 6. 

Wir nennen eine kontrahierende Abbildung auch kurz Kontraktion. Die Kontrak�onseigenscha� ist 
normabhängig; eine Abbildung kann in einer Norm kontrahierend sein, in einer anderen aber nicht. 

Weiter sieht man sofort, dass eine Kontrak�on ste�g ist. 

 

S. 1. 6. 

Sei ( ), :  reell;   0.A M n n A∈ ≥  Dann gilt: 

 
Die lineare Abbildung :

( )       
ist auf  kontrahierend.

n n

M n

A R R
E M M

R
+ +

+

→
− ∈ ⇔ . 

 

Beweis: 

„⇒  “ : 

Sei ( ) .ME M M− ∈  Dann exis�ert nach S. 1. 5. c. eine Norm mit 1.A <  

Wegen 

 1 2 1 2( )Ax Ax A x x− = −  
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                    1 2 1 2 2,      ,A x x x x R≤ ⋅ − ∀ ∈  

ist A  kontrahierend auf n nR R+ ⊂ mit der Kontrak�onskonstante : 1.Aλ = <  

 

„⇐  “ : 

Sei die lineare Abbildung : n nA R R→ kontrahierend auf nR+ . Es gelte also 

 1 2 1 2 1 2,      ,  ein 1.nAx Ax x x x x Rλ λ+− ≤ ⋅ − ∀ ∈ ∧ <  

Für jedes nx R∈ seien die Vektoren , nx x R+ −
+∈  durch 

 
falls 0

: ,      1, 2,...,
0 falls 0

i i
i

i

x x
x i n

x
+ ≥
= = <

  

 
falls 0

: ,      1, 2,...,
0 falls 0

i i
i

i

x x
x i n

x
− − ≤
= = >

 

definiert. Offensichtlich gilt für alle nx R∈  

 .nx x x+= −  

Damit folgt für alle nx R∈ : 

 ( )Ax A x x+ −= −  

         Ax Ax+ −= −  

       x xλ + −≤ −  

       ,xλ=  

da , nx x R+ −
+∈ sind. 

Mit dieser Abschätzung ergibt sich: 

 
1

sup
x

A Ax
=

=  

       
1

sup
x

xλ
=

≤  

       λ=  

      1.<  

Nach S. 1. 5. a) gilt dann ( ) .ME A M− ∈            q. e. d. 
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D. 1. 4. (Dual) 

Folgendes Problem wird als dual zu (P. 1. 1’.) bezeichnet: 

 
1

,    1, 2,..., .
n

j ij i j
i

p a p v j n
=

= + =∑                                                                             (P. 1. 1.’. d.) 

Hier sind: 

 :jp   „Preis“ des Sektors 1,2,..., ,j n=  

 :jv   das bedingte Netoprodukt des Sektors 1,2,...,j n= . 

Mit 

 ( ) : n
jp p R+= ∈  

 ( ) : n
jv v R+= ∈  

lässt sich (P. 1. 1.’. d.) in Matrizenschreibweise in folgender Form darstellen: 

 .Tp A p v= +            (P.1. 1. d.) 

 

B. 1. 7. 

Für das Problem (P. 7. 1. d.) (bzw. (P. 1. 1’. d.)) lassen sich ähnlich wie in S. 1. 2. und S. 1. 5. 
Äquivalenzaussagen beweisen. Es lässt sich ferner zeigen, dass die Lösbarkeit  (Funk�onsfähigkeit: 
„workability“) des Modells (P. 1. 1.) (bzw. (P. 2. 1’.)) äquivalent der Lösbarkeit (Produk�vität: 
„profitability“) des Modells (P. 1. 1. d.) (bzw. (P. 1. 1’. d.)) ist. 

 

B. 1. 8. 

Das Problem (P. 1. 1’.) ist ein Spezialfall des Gleichungssystems 

 
1

,    1, 2,..., ,
n

i ij j i
j

x a x y i nρ
=

= + =∑                                                  (P. 1. 2’.) 

wobei 1Rρ ∈ ein Parameter ist. 

Das dazu duale Problem lautet: 

 
1

,    1, 2,..., .
n

j ij i j
i

p a p v j nρ
=

= + =∑                                          (P. 1. 2’. d.) 

Die in S. 1. 2. und S. 1. 5. enthaltenen Äquivalenzaussagen lassen ich entsprechend verallgemeinern. 
Dies gilt auch für die Bauer-Solow- Bedingung [Vgl. Nikaido, Hukukane: Convex Structures and 
Economic Theory. New York-London 1968, S. 87-108]. 
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II 
 

Nichtlineare Input-Output-Modelle 
 

 

D. 2. 1.  

Unter dem statischen volkswirtschaftlichen Verflechtungsmodell mit nichtlinearen 
Aufwandsfunktionen verstehen wir: 

( ) ,  1, 2,...,i i ix b x y i n= + =           (P. 2. 1.) 

bzw. 

( ) .x b x y= +                                      (P. 2. 1’.) 

Hier sind: 

 :ix      die Gesamtproduk�on des Sektors 1,2,..., ,i n=  

 ( ) :i nx x R+= ∈ , 

 :iy      die Endnachfrage des Sektors 1,2,..., ,i n=  

 ( ) :i ny y R+= ∈ , 

 ( )ib x :  die Aufwandsfunk�on des Sektors 1,2,..., ,i n=  

 ( ( )) : ( ( )) .n
ib x b x R+= ∈  

 

B. 2. 1. 

Das Modell (P. 2. 1.) bzw. (B. 2. 1’.) ist sehr allgemein und lässt in dieser Form kaum qualita�ve und 
quan�ta�ve Aussagen zu. Es wird im Weiteren in verschiedene Richtungen spezialisiert. 

Es werden insbesondere an die Aufwandsfunk�on 

                                                        :  n nb R R+ +→                                                                        (2. 1.) 

verschiedene Forderungen gestellt und entsprechende Modellansätze und Lösbarkeitsbedingungen 
erörtert. 

 

D. 2. 2. 

Das Problem (P. 2. 1.) bzw. (P. 2. 1’.) heißt global (bzw. stark) lösbar, wenn für jedes beliebige, nach 
Wahl aber fixierte ny R+∈  ein nx R+∈ exis�ert, derart dass (P. 2. 1.) bzw. (P. 2. 1’.) ) erfüllt ist. 

 

D. 2. 3. 
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Das Problem (P. 2. 1.) bzw. (P. 2. 1’.) heißt lokal (bzw. schwach) lösbar, wenn für ein ny R+∈  ein nx R+∈
exis�ert, derart dass (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1’.) ) erfüllt ist. 

 

B. 2. 2. 

Ersetzt man in D. 2. 2. bzw. D. 2. 3. überall nx R+∈  durch nR+ \{ }0 , dann spricht man von streng 

globaler bzw. streng lokaler Lösbarkeit. 

 

B. 2. 3. 

D. 2. 2. – D. 2. 3. verallgemeinern die Aussagen b) – c) in S. 1. 2. 

 

B. 2. 4. 

Die Aufwandsfunk�on (2. 1.) heißt additiv, wenn gilt: 

 :  n nb R R+ +→ , 

 
1

( ) ( ),    1, 2,...,
n

i ij
j

b x b x i n
=

= =∑ ,               (B. 1.) 

 1:  n
ib R R+ +→        1,2,...,i n= , 

 1:  n
ijb R R+ +→        1,2,...,i n= . 

Ein wich�ger Spezialfall von (B. 1.) ist 

 
1

( ) : ( , )
n

i ij i j
j

b x b x x
=

=∑ ,      1,2,...,i n= .                                                                              (B. 2.) 

Die Aufwandsfunk�on (B. 1.) heißt additiv separierbar, wenn gilt 

 
1

( ) ( ),    1, 2,...,
n

i ij
j

b x b x i n
=

= =∑ , 

 1 1:  ijb R R+ +→ ,        1,2,...,i n= .                (B. 3.) 

Mit (B. 4.) möge folgender Spezialfall von (B. 1.) bezeichnet sein: 

 ( )ij ij jb a x x= ⋅                    (B. 4.) 

mit 

 

_

1

_

1 1 1
_

( ,..., )
, 0

(.) : ( ,..., , , ,..., )
lim 0
j j

ij n
j

j

ij
jij j j n

j
x x j

b x x
x

x
a b x x x x x

x
x

− +

→


>

= 
 =



    ,        , 1, 2,...,i j n=  
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wobei die Existenz des obigen Grenzwertes für alle , 1, 2,...,i j n=  vorausgesetzt wird. 

Die Funk�onen (.),  , 1, 2,..., ,ija i j n= werden als Funktionen des direkten Materialaufwands (pro 

Produkteinheit) bezeichnet. 

Im Fall von 

 ,    , 1, 2,..., ,ij ija k const i j n= = =                             (2. 2.) 

hat man mit homogen-linearen Aufwandsfunk�onen 

 ,    , 1, 2,..., ,ij ij jb a x i j n= =                             (B. 5.) 

zu tun [vgl. Kapitel I]. 

 

B. 2. 5. 

Ein allgemeinerer Fall ist die inhomogen-lineare Funk�on 

 * *,    0,    , 1, 2,..., .ij ij j ij ijb a x a a i j n= + > =                                                                        (B. 6.) 

Diese Funk�on bringt zum Ausdruck, dass im Sektor 1,2,...,j n=  auch dann Aufwendungen 
entstehen, wenn nicht produziert wird. Es kann sich zum Beispiel um Aufwendungen handeln, die mit 
vorliegender Instandsetzung der Ausrüstungen verbunden sind. 

Ein bedeutender Mangel der homogen-linearen Aufwandsfunk�onen besteht in der Annahme der 
Unabhängigkeit der Koeffizienten des direkten Aufwands  

,    , 1, 2,..., ,ij ija k const i j n= = =  

vom Produk�onsvolumen ,  1, 2,..., .jx j n= Diese Unzulänglichkeit wird natürlich teilweise bei der 

Anwendung von inhomogen-linearen Aufwandsfunk�onen umgangen. In diesem Fall ist es möglich, 
Aufwandsersparnisse auf Grund eines höheren Nutzungsgrades der Produk�onskapazität zu 
berücksich�gen. 

Im Folgenden wird ein anderer Zugang zu inhomogen-linearen Funk�onen erörtert: 

Gegeben sei das Problem 

 
_

* ( )x a Ax b x y− − − =                                                                                    (P. 2. 2.) 

mit 

 : ( ) n
ix x R+= ∈ , 

 **: ( ) n
ia a R= ∈ , 

 : ( ) :  ,ij n nA a R R+ += →  

 
_ _
( ) : ( ( )) .nb x b x R= ∈  
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Hierbei soll 
_

: n nb R R→  der nichtlineare Teil der Aufwandsfunk�on ( )b x  sein. 

Für 

 
_
( ) 0   und   * 0b x a≡ ≠  

hat man nun mit einem sta�schen volkswirtscha�lichen Verflechtungsmodell mit inhomogen-
linearen Aufwandsfunk�onen zu tun. Es gilt also: 

 * *( ) ,    0;    , 1, 2,..., .ij j ij ij j ijb x a a x a i j n= + > =  

Es gilt nun 

 
* *

*: ( ),    , 1, 2,..., .ij ij j ij
ij ij j

j j

a a x a
a a x i j n

x x
+

= + = =                                                         (2. 3.) 

Der Koeffizient des direkten Materialaufwands ist in (2. 3.) nichtlinear, d. h. das sta�sche volkswirt-
scha�liche Verflechtungsmodell mit inhomogen-linearen Aufwandsfunk�onen ist nichtlinear 
bezüglich der Koeffizienten des direkten Materialaufwands. Dieser Fall ist besonders güns�g, da in 
einer Reihe von Fällen die nichtlinearen Aufwandsfunk�onen durch inhomogen-lineare Funk�onen 
approximiert werden. 

Ein Vorzug der inhomogen-linearen Aufwandsfunk�onen besteht darin, dass die Lösbarkeit des 
entsprechenden Modells auf die Lösbarkeit des zugehörigen Modells mit homogen-linearen 
Aufwandsfunk�onen zurückgeführt werden kann. Es gilt nämlich: 

 1( ) ( *).x E A y a−= − +                                                                                                (2. 4.) 

Aus (2. 4.) resul�ert ein anderer Vorteil des Modells mit inhomogen-linearen Aufwandsfunk�onen: 

Hat man die Inverse 1( )E A −− , so kann man das lineare Gleichungssystem 

 *x Ax y a− = +  

im Rahmen der Änderungsproblema�k behandeln. 

 

Verfahren I 

Zur Lösung des Problems (P. 2. 1’.) sei folgendes Itera�onsverfahren (das Verfahren der sukzessiven 
Approximation I – VSA I) vorgeschlagen: 

 
0

( ) ( 1)

) :
) : ( ) ,    

i x y
ii x b x y Nν ν ν−

 =


= + ∈
 

 

S. 2. 1. 

                                         2 1 2 1 2 1( ) ( ),  , : 0nb x b x x x R x x+≥ ∀ ∈ ≥ ≥                                    (B. 7.)                     

⇒  
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( )

( 1) ( )

{ },  {0}:  VSA I
.

0,  {0}
 

x N
x x N

ν

ν ν

ν
ν+

∈ ∪
≥ ≥ ∈ ∪  

Beweis: 

Es gilt 

 (1) (0) (0)( )x b x x= +                                            (  VSA I (i)) 

                 (0)x≥                                                                  (  ( ) nb x R+∈ ) 

Es gelte die Induk�onshypothese 

 ( ) ( 1) 0x xν ν −≥ ≥ .                                         (2. 5.) 

Es gilt dann: 

 ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( )x x b x b xν ν ν ν− −− = −                    (  VSA I ) 

                   0,≥                                             (  (B. 7.), (2. 5.) ) 

d.h. 

 ( 1) ( ) 0,    {0}.x x Nν ν ν+ ≥ ≥ ∈ ∪            q. e. d.  

 

B. 2. 6. 

Laut Bedingung (B. 7.) wird die Aufwandsfunk�on :  n nb R R+ +→  isoton vorausgesetzt. Dies bedeutet 

ökonomisch, dass mit nich�allender Gesamtproduk�on keine der erforderlichen Aufwendungen 
absolut abnimmt. 

Im Falle 

 :  n nb R R+ +→  

2 1 2 1 2 1( ) ( ),    , : 0,nb x b x x x R x x+≤ ∀ ∈ ≥ ≥   

wäre die Aufwandsfunk�on antiton.      

Es sei bemerkt, dass sowohl Isotonie als auch An�tonie das Konstantenbleiben der Aufwandsfunk�on 
einschließen und dass eine nich�sotone Aufwandsfunk�on nicht notwendig an�ton ist. An�tone 
Aufwandsfunk�onen wird man in der Realität wohl kaum antreffen. In der Volkswirtscha� scheint die 
Isotonieannahme der Aufwandsfunk�on durchaus dem Normalfall entsprechen; dagegen ist diese 
Annahme in der Betriebswirtscha� nicht immer gerech�er�gt. Diese Problema�k wird später 
detaillierter untersucht. 

 

S. 2. 2. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.). Es gelte ferner 



24 
 

 ( ) ( )lim ( ) (lim( )).b x b xν ν

ν ν→∞ →∞
=                               (B. 8.) 

Dann gilt: 

   ( ){ ,  {0}:  VSA I ist konvergent.x Nν ν ∈ ∪  

⇔  

( )(P. 2. 1'.) ist global lösbar und * lim  ist e i n e Lösung von (P. 2. 1'.)x x ν

ν→∞
= . 

 

Beweis: 

(⇒ )  Sei ( )* : limx x ν

ν→∞
= . 

Dann gilt 

 ( 1) ( ) ( ) ( )( )x x b x y xν ν ν ν+ − = + −                  (2. 6.) 

                  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )b x y x b x b xν ν ν ν= + − + −  

                  ( )( )y f x ν= − .                                                     (mit ( ) ( ) ( )( ) : ( )x b x f xν ν ν− = ) 

 

Da die Folge ( ){ },  {0},x Nν ν ∈ ∪ konvergiert, folgt: 

 ( 1) ( )lim( ) 0.x xν ν

ν

+

→∞
− =  

Damit erhält man: 

 ( 1) ( )0 lim( )x xν ν

ν

+

→∞
= −  

    ( )lim( ( ))y f x ν

ν→∞
= −                                                                                              ((2. 6.)) 

    ( )lim ( )y f x ν

ν→∞
= −  

    ( ) ( )lim( ( ))y x b xν ν

ν→∞
= − −   

               ( )( * lim ( ))y x b x ν

ν→∞
= − −  

   ( )( * (lim ))y x b x ν

ν→∞
= − −                         ((B. 8.)) 

   ( * ( *))y x b x= − −  

   ( *).y f x= −  

(⇐ ) Induk�on: 

Sei *x  eine Lösung von (P. 2. 1’.): 
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 * ( *)x b x y= + .                                                      (2. 7.) 

Dann gilt 

 *x y≥                 (2. 8.) 

und 

 (1) ( )x b y y= +                                         ( (VSA I(i))  

       ( *)b x y≤ +                                              (  (2. 8.), (B. 7.)) 

       *.x=                                                                     (  (2. 7.)) 

Es gelte die Induk�onshypothese 

 ( ) *x xν ≤ .                                                        (2. 9.) 

Dann erhält man: 

 ( 1) ( )( )x b x yν ν+ = +                                       ( (VSA I(ii))  

          ( )( )b x yν≤ +                                             (  (2. 9.), (B. 7.)) 

          *x=                               (  (B. 7.))               (2. 10.) 

Damit ist ( ){ },  {0},x Nν ν ∈ ∪ beschränkt und monoton ((B. 7.); sie ist also konvergent. Ihr 
Grenzwert löst nach Konstruk�on das Problem (P. 2. 1’.)     q. e. d. 

 

S. 2. 3. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.). Es gelten die Bedingungen (B. 7.) und (B. 8.). 

(P. 2. 1'.) hat eine mehrdeutige Lösung für ein festes ny R+∈  

⇒  

_ _
( )lim : *    ; :  eine beliebige Lösung für dieses feste .nx x x x y Rν

ν +→∞
= ≤ ∈  

 

Beweis: 

Es gilt: 

 
_ _

( )x b x y= +                                       (2. 11.) 

    .y≥                                                                   (2. 12.) 

Wir zeigen nun, dass
_
x  eine obere Schranke der nach (VSA I) definierten Folge ( ){ },  {0},x Nν ν ∈ ∪

ist (Induk�on): 

Es gilt 
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 (1) ( )x b y y= +  

          
_

( )b x y≤ +                                                         ((2. 12), (B. 7.)) 

            
_
.x=                                                       ((2. 11)) 

Es gelte die Induk�onshypothese 

 
_

( ) .x xν ≤                                                               (2. 13.) 

Dann gilt: 

 ( 1) ( )( )x b x yν ν+ = +                  (2. 14.) 

         
_

( )b x y≤ +                                                         ((2. 13), (B. 
7.)) 

                    
_
.x=                                                                                                                      ((2. 11)) 

Es gilt ferner 

 
_

( )lim limx xν

ν ν→∞ →∞
≤                                                                                                   ((2. 14)) 

             
_
,x=                                                                     ((S. 2. 2.)) 

d.h. 
_

*x x≤ .             q. e. d. 

 

B. 2. 7. 

Nach S. 2. 7. liefert das Verfahren VSA I im gewissen Sinne die „beste Lösung“ des Problems (P. 2. 1’.), 
da die Endnachfrage y mit der geringsten Gesamtproduk�on x realisiert wird. 

Zum Beispiel lösen sowohl 1 1 1
3 3

T

x  =  
 

als auch 2 1 1
6 6

T

x  =  
 

die in Bemerkung B. 2. 14 

angeführte Aufgabe. Eine Anwendung des Verfahrens VSA I würde jedoch stets zur Lösung 2x führen. 

Ein anderer Zugang zur Theorie der Minimaleigenscha� eines sta�schen volkswirtscha�lichen 
Verflechtungsmodells mit nichtlinearen Aufwandsfunk�onen wird in einem selbstständigen Kapitel 
disku�ert. 

 

B. 2. 8. 

Das Verfahren VSA kann auch mit (0) 0x = bzw. (0) : nx x R+
+= ∈ mit ( )f x y+ ≥ gestartet werden. Für 

den Nachweis der Konvergenz benö�gt man allerdings die zusätzliche Voraussetzung 

  ein :  ( ) .nx R f x y+ +
+∃ ∈ ≥                                                    (2. 15.) 
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Diese Annahme wäre auch für S. 2. 3. erforderlich. Die Einzelheiten werden im Kapitel III 

erörtert. 

 

S. 2. 4.   

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.) und (B. 8.). 

Dann gilt: 

~ ~
(P. 2. 1'.) ist lösbar für e i n   (P. 2. 1'.) ist lösbar für a l l e [0,  ]ny R y y+∈ ⇒ ∈  

 

Beweis 

Sei ( ){ },  {0}x Nν ν ∈ ∪ bzw. 
( )~

{ },  {0}x N
ν

ν ∈ ∪ zwei nach VSA I erzeugte Folgen mit (0) :x y= bzw. 
(0)~ ~

:x y= . Aus S. 2. 1. folgt, dass beide Folgen nicht fallend sind. Wegen
~

y y≤ und (B. 7.) lässt sich 
ferner zeigen, dass 

 
( )~

( ) ,  {0}x x N
ν

ν ν≤ ∈ ∪  

gilt. Aus S. 2. 2. ist bekannt, dass
( )~

{ },  {0}x N
ν

ν ∈ ∪ , nach oben beschränkt ist. Hieraus folgt die 
Behauptung.                q. e. d. 

 

S. 2. 5. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.). Es gelte (B. 7.), (B. 8.) und  

 ( ) ( ),  1;  nb x b x x Rλ λ λ +≤ ∀ > ∀ ∈ .                           (B. 9.) 

Dann gilt 

(
~

(P. 2. 1'.) ist lösbar für e i n ny y R+= ∈ \{0}) ( )  (P. 2. 1'.) ist lösbar für a l l e ny R+⇒ ∈ . 

 

Beweis: 

Es sei 
( )~

{ },  {0}x N
ν

ν ∈ ∪ eine durch (VSA I) definierte Folge für 
~

ny y R+= ∈ \{0} . Ferner sei
( )_

{ },  {0}x N
ν

ν ∈ ∪  , eine durch VERF. I definierte Folge für 
_ ~

:y y yλ= = für ein 1λ > . Wegen S. 2. 

1. sind beide Folgen monoton wachsend, und die Folge 
( )~

{ },  {0}x N
ν

ν ∈ ∪ ist konvergent (da (P. 2. 

1’.) für 
~
y lösbar angenommen wird und wegen S. 2. 1.). 

Sei 
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( ) ( )_ ~

,  für ein {0}.x x N
ν ν

λ ν≤ ∈ ∪                          (2. 15.) 

Dann gilt 

 
( ) ( 1)_ _ ~

( )x b x y
ν ν

λ
−

= +  

        
( 1)~ ~

( )b x y
ν

λ λ
−

≤ +                                           (  (2. 15.), (B. 7.)) 

 
( 1)~ ~

( ( ) )b x y
ν

λ
−

≤ +                                                                        (  (2. 9)) 

 
( )~

.x
ν

λ=  

Damit ist die Folge { }
( )_

{ },  0 ,x N
ν

ν ∈ ∪ auch beschränkt und wegen Monotonie konvergent. Es 

exis�ert also eine Lösung des Problems (P. 2. 1`.) für
~

y yλ= , falls das Problem für
~

ny y R+= ∈ \{ }0
lösbar ist. Die Aussage des Satzes folgt aus S. 2. 4. und der Tatsache, dass λ beliebig groß gewählt 
werden kann.                 q. e. d. 

 

B. 2. 9. 

Die Bedingung (B. 9.) bedeutet ökonomisch: Erhöht man die Gesamtproduk�on, so erhöht sich der 
damit verbundene Aufwand höchstens genauso schnell. 

 

S. 2. 6. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.). Es gelte (B. 7.), (B. 8.) und (B. 9.). Dann gilt: 

~
[(P. 2. 1'.) ist lösbar für ein ny y R+= ∈ \{ }0 ]  

⇔  

~
[(P. 2. 1'.) ist eindeutig lösbar für alle ny y R+= ∈ \{ }0 ] . 

Beweis: 

Sei
~
x eine Lösung des Problems (P.1. 2.’), die als Grenzwert der durch VSA I definierte Folge

{ }
( )_

{ },  0 ,x N
ν

ν ∈ ∪ mit 
~

(0) :x y=  gewonnen wurde. *x  möge eine weitere beliebige Lösung dieses 

Problems sein. Wegen S. 2. 3. gilt 

 
~

*x x≤  .                                                                                            (2. 16.) 

Sei ferner 

 
~

1 *:  min( ) 0.i iR x xλ λ∈ − =  
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damit gilt 

 
~

* 0,i ix xλ − ≥  

und wegen (2. 16.): Entweder ist 1λ = , womit die Behauptung des Satzes als bewiesen gilt oder ist
1.λ >  

Wir betrachten den letzten Fall: 

Da
~

 und *x x Lösungen des Problems (P. 2. 1’.) sind, hat man: 

 
~ ~

* ( ) ( *) ( 1)x x b x b x yλ λ λ− = − + −                          

                        
~

( ) ( *) ( 1)b x b x yλ λ≥ − + −                                                           ((B. 9.))                         

                        ( 1)yλ≥ −                                                                         (
~

( *)x xλ ≥ ,(B. 7.)) 

                        0.>                                                      ((
~

ny y R+= ∈ \{ }0 ), 1Rλ∈ \{0} ) 

da aber der Vektor
~

*x xλ − mindestens eine Nullkomponente hat, ist dies ein Widerspruch. Folglich 

ist 1λ = und 
~

*x x= .                   q. e. d. 

 

B. 2. 10. 

Die Lösung des Gleichungssystems (P. 2. 1’.) ist gleichbedeutend mit der Bes�mmung der Fixpunkte 
der Abbildung 

 : :  ,n n
yb b y R R+ +≡ + →  

also aller * nx R+∈ mit 

 * ( *)yx b x=  

      ( *) .b x y= +  

 

B. 2. 11.  

Im Folgenden werden die mathema�schen Aussagen zunächst in voller Allgemeinheit gemacht, d.h. 
spezielle Eigenscha�en des Problems (P. 2. 1’.) werden nur dann vorausgesetzt, wenn sie wirklich 
gebraucht werden. 

 

S. 2. 7. (Kontraktionssatz) 

Gegeben sei die auf der angeschlossenen Teilmenge 0D D⊂ kontrahierende Abbildung [Vgl. D. 1. 3.] 

 : .n ng D R R⊂ →  
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Es gelte ferner 

 0 0( ) .g D D⊂  

Dann hat g einen eindeu�g bes�mmten Fixpunkt 0* .x D∈  

Die Folge 

 ( ) ( 1)( ),    x g x Nν ν ν−= ∈                                                           (2. 17.) 

konvergiert für jedes 0
0x D∈ gegen *.x  

Beweis: 

Existenz: 

Wegen 0 0( )g D D⊂ ist die Folge (2. 17.) wohl definiert und bleibt in 0D . Es gilt: 

 ( 1) ( ) ( ) ( 1)( ) ( )x x g x g xν ν ν ν+ −− = −  

                                ( ) ( 1) .x xν νλ −≤ −  

Damit folgt für 1:ϑ ≥  

 ( 1) ( ) ( ) ( 1)

1
x x x x

ϑ
ν ν ν µ ν µ

µ

+ + + −

=

− ≤ −∑  

                                 1 ( 1) ( )( 1 ... 1) x xϑ ν νλ − +≤ − + + −  

                                 ( 1) ( )1
1

x xν ν

λ
+≤ −

−
 

                      (1) (0) .
1

x x
νλ
λ

≤ −
−

 

{ }( ) ,  ,x Nν ν ∈ ist also eine Cauchyfolge und hat daher wegen der Abgeschlossenheit von 0D einen 

Grenzwert *x  in 0D . 

Es bleibt zu zeigen, dass *x  Fixpunkt von g ist. Das folgt aber aus: 

 0 * ( *)x g x≤ −  

    ( ) ( )* ( *)x x x g xν ν≤ − + −  

    ( ) ( 1)* ( ) ( *)x x g x g xν ν −= − + −  

    ( ) ( 1)* *x x x xν νλ −≤ − + − , 

weil die rechte Seite fürν →∞ gegen Null strebt. 
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Eindeutigkeit: 

Ist 

 1 1 2 2 1 2( ) ,      ( )  mit       ,g x x g x x x x= = ≠  

so folgt: 

 1 2 1 2( ) ( )x x g x g x− = −     

               1 2x xλ≤ −  

               1 2 .x x< −  

Dies ist ein Widerspruch. Es folgt 1 2.x x=            q. e. d. 

 

S. 2. 8. 

Es gilt: 

[ [ 2 1 2 1 1 2 ein 0,  1 :|| ( ) ( ) || || ||, , nb x b x x x x x Rλ λ +∃ ∈ − ≤ − ∀ ∈  

                                                                       ⇔                                               (B. 10.) 

(P. 2. 1'.) ist eindeutig global lösbar  

Beweis: 

Der Beweis folgt aus S. 2. 7. unter Berücksich�gung folgender Tatsachen: 

1. : ,  n n
yb b y R R+ +≡ + →  ersetzt die Abbildung .g  

2. yb  ist trivialerweise genau dann kontrahierend, wenn b es ist [Vgl. (B. 10.)]. 

3. Aus nD R+=  folgt für jedes nx R+∈ auch ( ) n
yb b x y R+= + ∈ . Damit ist in diesem Fall die 

Bedingung ( )n n
yb R R+ +⊂  von vornherein erfüllt.        q. e. d. 

 

B. 2. 12. 

(B. 10.) ist als Voraussetzung ziemlich schwach, denn kontrahierende Abbildungen sind zwar ste�g, 
aber nicht notwendig (addi�v) separierbar oder isoton, geschweige denn differenzierbar. Im Kapitel III 
geben wir Bedingungen an, aus denen folgt, dass eine Abbildung kontrahierend ist. Dort werden auch 
weitere Eigenscha�en der Folge (2. 17.) untersucht. 

 

S. 2. 9. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 4.), (B. 7.) und (B. 8.), d. h. 

 ( )x A x x y= +                                                                                            (P. 2. 3.) 

mit 
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 ( ) : ( ( )) ( , ).ijA x a x M n n= ∈  

Es gilt: 

 ( ( )) 1,  :  ( ) .nA x x R x A x xλ +< ∀ ∈ >  

Beweis: 

Sei ein beliebiges nx R+∈ mit 

 ( )x A x x>                                                                                                (2. 18.) 

gegeben.. Wir nehmen an, dass 

 ( ) 1Aλ ≥  

gilt. Dies bedeutet: 

 
~ ~ ~ ~

 kein :  ( ) ,nx R x A x x+∃ ∈ >  

in Widerspruch zu (2. 18.). Daher die Behauptung.        q. e. d. 

 

B. 2. 13. 

Die Behauptung von S. 2. 9. gilt auch für alle nx R+∈ mit ( )x A x x= , falls ( )A x für alle nx R+∈
nichtzerlegbar ist. 

 

S. 2. 10. 

Es exis�ere 

 
_

1 2sup ( , ,..., ) : ,      , 1, 2,..., .
n

ijij n
x R

a x x x a i j n
+∈

= =  

Dann gilt: 

_ _ _
( ) 1 mit : ( ) ( , )ijA A a M n nλ < = ∈                                   (B. 11.) 

                       ⇒  

      (P. 2. 3) ist global lösbar.  

Es gilt: 

 ( ) ( 1) ( 1)( )x A x x yν ν ν− −= +                                (  VSA I ) 

        ( ) ( )( )A x x yν ν≤ +                                 (  (B. 7.) ) 

        
_

( ) ,A x yν≤ +  

 ( ) 1( ) .x E A yν −≤ −                               (  (B. 11.) ) 
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Damit ist ( ){ },  {0},x Nν ν ∈ ∪  nach oben beschränkt. Andererseits ist diese Folge nach S. 2. 1. 
monoton. Unter Berücksich�gung von S. 2. 2. folgt dann die Behauptung.           q. e. d. 

 

B. 2. 14. 

Bedingung (B. 11.) garan�ert die Existenz einer Lösung von (P. 2. 3.) für ein beliebiges ny R+∈ , nicht 

jedoch deren Eindeu�gkeit. Dies wird an einem Gegenbeispiel gezeigt: 

Sei 

 

1für
3: ,      , 1, 2,..., ,

1 1für
3 3

j j

ij

j

x x
a i j n

x

 ≤= =
 >


  ( ): 1 9 1 9 .Ty =  

Es gilt: 

 
_ _

1 1
3 3 ,           ( ) 1
1 1
3

A Aλ

 
 

= < 
  
 

. 

Aber sowohl 

 ( )1 1 3 1 3 Tx =  

als auch 

 ( )1 1 6 1 6 Tx =  

stellen Lösungen des Problems dar. 

 

S. 2. 11. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 3.) mit (B. 10.) und 

 2 1 2 1( ) ( ),    0.A x A x x x≤ ∀ ≥ ≥                                                                                 (B. 12.) 

Dann ist (P. 2. 3.) eindeu�g lösbar. 

 

Beweis: 

Existenz:   Siehe S. 2. 10. 

Eindeutigkeit:   Das Problem habe die Lösungen 

 ,  1, 2,..., ,ix i m=  

d.h., es gelte 
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 ( ) ,    1, 2,..., .i i ix A x x y i m= + =                                      (2. 19.) 

Es gilt dann 

 1 1 ein :  ,    1,1,..., .ix x x i m∃ ≤ =            (  S. 2. 2.)                      (2. 20.) 

Ferner gilt für 1,2,..., :i m=  

 1 1 1( ) ( )i i ix x A x x A x x− = −                                                (  (2. 19.), (VSA I))  

                       1 1 1( ) ( )iA x x A x x≤ −                                                 (  (2. 20.), (B. 12.))  

                       1 1( )( )iA x x x= −  

            
_

1( )iA x x≤ − . 

 
_

1( )( ) 0,iE A x x− − ≤  

 1 0,ix x− ≤                                                 (  B. 11.)                             (2. 21.) 

 1.ix x=                          (  (2. 20), (2. 21.))    q. e. d. 

 

B. 2. 15. 

Bedingung (B. 12.) heißt ökonomisch, dass bei nicht abnehmender Gesamtproduk�on sämtliche 
direkte Verbrauchsnormen nicht abnehmen. 

 

S. 2. 12. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 3.) mit (B. 7.), (B. 8.) und  

2 1 2 11 ( ) 1 ( ) 1,    0,T TA x A x x x≤ < ∀ ≥ ≥                                                                    (B. 13.) 

wobei ( )1: 1, . . . 1 T= ist. 

Dann ist das Problem (P. 2. 3.) eindeu�g global lösbar. 

 

Beweis: 

Es gilt  

 ( ) ( 1) ( 1) ( 1)1 ( ) 1 1 ( ( )) .T T Tx x y E A x xν ν ν ν− − −− = − −          (  VSA I)         (2. 22.) 

Falls die linke Seite der Gleichung (2. 22.) gleich Null ist, gilt wegen (B. 7.) ( ) ( 1) ,x xν ν −=  und damit 
exis�ert eine Lösung. 

Ist die linke Seite der Gleichung (2. 22.) posi�v, so hat man 

 ( 1) ( 1)1 ( ( )) 1 .T TE A x x yν ν− −− <  
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Es gilt jedoch wegen (B. 13.) 

 ( 1) ( 1)1 ( ( )) 0.T E A x xν ν− −− >  

Damit ist ( ){ },  {0},x Nν ν ∈ ∪ für jedes feste y nach oben beschränkt. Dies zusammen mit der 

Monotonie der Folge ( ){ },  {0},x Nν ν ∈ ∪ macht sie auch konvergent. 

Gemäß S. 2. 2. ist (P. 2. 3.) global lösbar. 

Wir zeigen nun, dass die Lösung dieses Problems eindeu�g ist: 

Seien
~
, *x x zwei Lösungen des Problems (P. 2. 3.), wobei 

~
x als Grenzwert der durch VSA I definierten 

Folge gewonnen wurde. Dann gilt wegen S. 2. 3. 

 
~

*.x x≤                                                      (2. 23.) 

Ferner hat man 

 
~ ~ ~

1 ( * ) 1 ( ( *) * ( ) )T Tx x A x x A x x− = −  

                 
~ ~

1 ( )( * )T A x x x≤ − ,                                          (  (B. 13.)) 

 
~ ~

1 ( ( ))( * ) 0T E A x x x− − ≤                         (2. 24.) 

Andererseits gilt  

 
~

1 ( ( )) 0T E A x− >                                                                                                (  (B. 13.)) 

und wegen (2. 24.) 

 
~

* 0.x x− ≤  

Dies ergibt zusammen mit (2. 23.): 
~

*.x x=           q. e. d. 

 

B. 2. 16. 

Bedingung (B. 13.) bedeutet einerseits, dass mit nicht abnehmender Gesamtproduk�on die 
Gesamtlieferung der einzelnen Sektoren zur Herstellung einer Produk�onseinheit sich nicht erhöht. 
Andererseits ist sie eine Verallgemeinerung der aus dem Kapitel I bekannten Bauer-Solow-Bedingung. 

 

B. 2. 17. 

Zum Beweis des Satzes S. 2. 5. für den Spezialfall (P. 2. 3.) und des Satzes S. 2. 12. genügte. Außer (B. 
7.), (B. 8.) eine schwächere Version der Bedingung (B. 13.), nämlich 

 
2 1 2 11 ( ) 1 ( ),    0

1 ( ) 1 ,            : ( )

T T

T T

A x A x x x
A x x x A x x

≤ ∀ ≥ ≥

< ∀ >
                      (B. 

14.) 
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vorauszusetzen. 

Auf den Beweis von S. 2. 12. unter der Bedingung (B. 14.) wird hier verzichtet. Die Argumenta�on des 
zweiten Teils des genannten Satzes behält ihre Gül�gkeit, benö�gt jedoch nicht die zusätzliche Stärke 
von (B. 13.). 

Im Folgenden wird der Satz S. 2. 5. für das Problem (P. 2. 3.) neu formuliert und bewiesen: 

 

S. 2. 13.  

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.). Es gelte (B. 7.), (B. 8.) und (B. 14.). Dann gilt: 

~
(P. 2. 3.) is lösbar für  nein y y R+= ∈ \{0}  

⇒  

(P. 2. 3.) is lösbar für  .nalle y R+∈  

 

Beweis: 

Sei
~
x eine Lösung von (P. 2. 3.), die als Grenzwert der durch VSA I definierten Folge 

( )~
{ },  {0},x N

ν

ν ∈ ∪ für 
~

ny y R+= ∈ \{0}gewonnen wurde. Die Existenz der Lösung 
~
x ist durch die 

Voraussetzung des Satzes und wegen S. 2. 2. gesichert. 

Es gilt nun: 

 
( ) ( 1) ( 1)

( )x A x x y
ν ν ν− −≈ ≈ ≈

= +  

                   
( ) ( )

( )A x x y
ν ν≈ ≈

≤ + .                         ( (B. 7.))  

Damit hat man: 

 
( ) ( ) ( )

1 1 ( )T Tx A x x y
ν ν ν≈ ≈ ≈

≤ +  

                     
( ) ( )

1 ( ) 1T TA x x y
ν ν≈ ≈

≤ + .                             
( ) ~

( (B. 13.) und  (wegen S. 2. 3.))x x
ν≈

≥  

 
( )~

(1 1 ( )) 1T T TA x x y
ν ≈

− ≤  

                            0.>                                                     
~

( ny y R+= ∈ \{0}) 

Da
( )~

(1 1 ( ))T T A x
ν

−  wegen (B. 13.) streng posi�v ist, ist 
( )

{ },  {0}x N
ν

ν
≈

∈ ∪ nach oben beschränkt 

und damit auch konvergent. Gemäß (S. 2. 2.) ist  (P. 2. 3.) für ein
~

ny y R+= ∈ \{0}  lösbar. Wegen S. 2. 

4. ist es auch für alle ny R+∈  lösbar.       q. e. d. 
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B. 2. 18. 

Im Folgenden wird das sta�sche volkswirtscha�liche Verflechtungsmodell mit nichtlinearen 
Aufwandsfunk�onen von Sandberg [Vgl. Sandberg, I. W.: A Nonlinear Input-Output Model of a 
Mul�sectored Economy. In: Econometrica 41 (1973), S. 1167-1182] behandelt. Dabei werden an die 
Aufwandsfunk�onen 

 : n nb R R+ +→  

gestellt: 

i. (B. 3.) 
ii. :b  ste�g differenzierbar                                                                                     (B. 15.) 

(oder speziell wegen (B. 3.):  ,  , 1, 2,..., :  stetig)ij

j

b
i j n

x
∂

∃ =
∂

 

iii. (0) 0b =  
 

(oder speziell wegen (B. 3.): (0) 0,  , 1, 2,..., )ijb i j n= =                                     (B. 16.) 

iv. (0) ( ) 0,  ndb db x x R
dx dx +≥ ≥ ∀ ∈  

(oder speziell wegen (B. 3.): 

 1(0) ( ) 0,  ,  , 1, 2,... )ij ij
j j

j j

b b
x x R i j n

x x +

∂ ∂
≥ ≥ ∀ ∈ =

∂ ∂
                                                 (B. 17.) 

 

S. 2. 14. 

Die in (B. 2. 1.) definierte Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→  erfüllt die Bedingung (B. 7.), d.h. ist isoton. 

 

Beweis: 

Weil b addi�v separabel ist, genügt es zu zeigen, dass die Funk�onen ,  , 1, 2,...,ijb i j n= , monoton 

wachsen. 

Seien also 

 ' '' 1 ' '', :  ,    1, 2,..., .j j j jx x R x x j n+∈ < =  

Dann folgt nach einem Mitelwertsatz für ein ' '',  j jx xλ  ∈  und alle , 1, 2,...,i j n= : 

 '' ' '' '( ) ( ) ( )( )ij
ij j ij j j j

ij

r
b x b x x x

x
λ

∂
− = −

∂
 

   0.≥                                                        (  (B.17.))  

           q. e. d. 
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L. 2. 1. 

Seien 

 , ( , ) :  reelle: 0A B M n n A B∈ ≥ ≥ . 

Dann gilt: 

 ( )   ( ) .M ME A M E B M− ∈ ⇒ − ∈  

 

Beweis: 

Es gilt 

 :  ( ) 0.nx R E A x x Ax+∃ ∈ − = − >           (  (S. 1. 2. b.))  

Andererseits 

 0 .A B Ax Bx≥ ≥ ≥  

Damit ergibt sich: 

 ( )E B x x Bx− = −  

                x Ax≥ −  

               0> , 

d.h. .MB M∈                q. e. d. 

 

L. 2. 2. 

Sei 

 ( ) : ( ).f x x b x= −                                                   (2. 25.) 

Gilt für die Jacobische Matrix
df
dx

 von ( )f x  

 (0) ,M
df M
dx

∈  

so gibt es für alle 1 2, nx x R+∈  eine MatrixM −  

 1 2( , ) (0)dtB x x
dx

≥  

mit 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( , )( ).f x f x B x x x x− = −  

 

Beweis: 
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Die Anwendung eines Mitelwertsatzes [Vgl. Ortega, J. M.; Rheinboldt, W. C.: Itera�ve Solu�ons of 
Nonlinear Equa�ons in Several Variables, New York-London, 1970, S. 68f.] ergibt 

 1 2 1 2 1
2( ) ( ) ( , )( )f x f x B x x x x− = −  

mit 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 1 2 2 1 21 1
1 1

1

1 2

2 1 2 2 1 2

1

. . .

. . . . .
( , ) . . . . .

. . . . .

. . .

n

n n
n n

n

f fx x x x x x
x x

B x x

f fx x x x x x
x x

λ λ

λ λ

∂ ∂ + − + − ∂ ∂ 
 
 =  
 
 
∂ ∂ + − + − ∂ ∂ 

, 

wobei 

 ] [1 2, ,... 0,  1nλ λ λ ∈  

gilt. 

Wegen 

 ( ) ( ),      , 1, 2,..., ,iji
ij j

j j

bf x x i j n
x x

δ
∂∂

= − =
∂ ∂

 

folgt: 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 1 2 2 1 2111
1 1 1 1 1

1

1 2

2 1 2 2 1 21
1 1 1

1

1 . . .

. . . . .
( , ) . . . . .

. . . . .

. . . 1

n
n n n

n

n nn
n n n n n

n

bb x x x x x x
x x

B x x

b bx x x x x x
x x

λ λ

λ λ

∂∂ − + − − + − ∂ ∂ 
 
 =  
 
 

∂ ∂ − + − − + − ∂ ∂ 

. 

Wegen 

( ) ( )

( ) ( )

111

1

1

1

1 0 . . . 0

. . . . .
(0) . . . . .

. . . . .

0 . . . 1 0

n

n

n nn

n

bb
x x

df
dx

b b
x x

∂∂ − − ∂ ∂ 
 
 =  
 
 

∂ ∂ − − ∂ ∂ 

 

und (B. 17.) folgt 



40 
 

 1 2( , ) (0).dfB x x
dx

≥  

Weil
dt
dx

 eine M − Matrix ist, lässt sich wegen (B. 17.) Das Lemma L. 2. 1. anwenden. Damit ist

1 2( , )B x x eine M − Matrix.            q. e. d. 

 

S. 2. 14. 

Sei 

 (0) .M
df M
dx

∈  

Dann gilt stets für alle 1 2, :nx x R+∈  

 1 2 1 2( ) ( )  .f x f x x x≥ ⇒ ≥  

 

Beweis: 

Unter Anwendung von L.2.2. ergibt sich: 

 1 20 ( ) ( )f x f x≤ −  

               1 2 1 2( , )( )B x x x x= −  

mit einer M − Matrix 1 2( , ).B x x  Wegen 1 2 1( , ) 0B x x − ≥ folgt 1 2 0.x x− ≥      q. e. d. 

 

B. 2. 19. 

Satz S. 2. 14. verallgemeinert die Aussage von S. 1. 4. und besagt, dass eine Erhöhung der 
Endnachfrage eine Erhöhung der Gesamtproduk�on erfordert (vgl. B. 1. 3.) 

 

S. 2. 15. 

Sei 

 (0) .M
df M
dx

∈  

Dann ist f injek�v. 

 

Beweis: 

Sei 

 1 2( ) ( ),f x f x=  

d.h. 



41 
 

 1 2 1 2( ) ( )      ( ) ( ).f x f x f x f x≥ ∧ ≤  

Dann folgt wegen (S. 2. 14.) 

 1 2 1 2       ,x x x x≥ ∧ ≥  

also 

 1 2.x x=          q. e. d. 

 

B. 2. 20. 

S. 2. 15. bedeutet: Jede Endnachfrage kann mit genau einer Gesamtproduk�on realisiert werden. 

 

L. 2. 3. 

Sei : n nt R R+ +→  ste�g mit (0) 0t = . Sei 

 { }: | , ( ) 0 .nD x x R t x+= ∈ ≥  

Es gelte ferner: 

(i) Für jedes , 0ny R y∈ >  und jedes 0α ≥  mit ( )y t Dα ∈ gibt es eine posi�ve reelle Zahl
β , so dass ( ) ( )y t Dα γ+ ∈ ist für alle ] ]0,  γ β∈ . 

(ii) Für jedes 0ε > gibt es ein 0δ > , so dass für alle x D∈ mit 
2

x δ≥  gilt 
2

( ) .t x ε≥  

Dann ist ( ) nt D R+= . Ist /t D injek�v, so ist die Umkehrabbildung ( ) 1/ : nt D R D−
+ → ste�g. 

 

Beweis: 

Um zu zeigen, dass ( )t D abgeschlossen ist, wählen wir eine Folge { }( ) , ,iy i N∈  mit 

( ) ( ),  1, 2,...iy t D i∈ = und ( )lim .i

i
y y

→∞
=  Wegen ( ) nt D R+⊂ b gilt

ny R+∈ . Zu zeigen ist jetzt, dass es 

ein x D∈ mit ( )t x y=  gibt. Wegen 
( ) ( )iy t D∈ gibt es eine Folge{ },ix i N∈ mit ( )ix D∈  und 

( ) ( )( ) , 1, 2,...i it x y i= =  Aus Bedingung (ii) folgt, dass{ },ix i N∈ unbeschränkt ist und somit eine 

konvergente Teilfolge
( )~

{ },
i

x i N∈  enthält. 

Sei
( )~

: lim
i

i
x x

→∞
= . Es gilt x D∈ , weil D wegen der Ste�gkeit von t abgeschlossen ist. Weiter folgt 

 
( ) ( )~ ~

( ) (lim ) lim ( ) .
i i

i i
t x t x f x y

→∞ →∞
= = =  

Also ( )t D ist abgeschlossen. 

Sei
ny R∈ und 0y > . Wegen 0 ( )t D∈ ist 
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 [ ]{ }1: | , ( ) für alle 0,  .M R y t Dδ δ τ τ δ+= ∈ ∈ ∈ ≠ ∅  

Sei : sup Mλ = . Angenommen, es seiλ < ∞ . Dann folgt ( )y t Dλ ∈ , weil ( )t D abgeschlossen ist. 

Wegen Bedingung (i) gibt es dann ein 0,β > so dass ( )y t Dτ ∈ ist für alle [ ]0,  ( )τ λ β∈ + . Das ist 

ein Widerspruch zu sup Mλ = . Also gilt ( )y t Dτ ∈ für alle 0τ ≥ . Damit folgt 

 { }| , 0 ( ).ny y R y t D∈ > ⊂  

Wegen der Abgeschlossenheit von ( )t D und ( ) nt D R+∈ erhält man damit ( ) .nt D R+=  

Sei weiter /t D injek�v und ( )t x y= für ein x D∈ . Sei { }( ) , ,iy i N∈ eine Folge in 
nR+  mit 

( )lim i

i
y y

→∞
= . Sei { }( ) , ,ix i N∈ die durch 

( )( ) ,  1, 2,..., ,i it x y i n= = in D definierte Folge. Sei
~
x ein 

beliebiger Häufungspunkt von { }( ) , ,ix i N∈ und 
( )~

{ }, ,
i

x i N∈  eine Teilfolge von { }( ) , ,ix i N∈ die 

gegen
~
x konvergiert. Wegen der Abgeschlossenheit von D  ist

~
x D∈ , und wegen der Ste�gkeit von t  

folgt: 

 
~ ~ ~

( ) lim ( ) (lim ) ( ).
i i

i i
t x y t x t x t x

→∞ →∞
= = = =  

Weil /t D injek�v ist, folgt 
~

x x=  und x ist der einzige Häufungspunkt von{ }( ) , ,ix i N∈  d.h. 
( )lim i

i
x x

→∞
= . 

Die Abbildung 
1( / )t D −

ist also ste�g.            q. e. d.  

 

S. 2. 16. 

Die Matrix (0)df
dx

 ist genau dann M − Matrix, wenn es für jedes 
ny R+∈  genau ein 

nx R+∈ mit 

( )f x y= gibt, x  ste�g von y abhängt und für alle 
ny R+∈  gilt: 

 
1( ) ( )f y My O y− = +  

mit MM M∈ und einer ste�gen Abbildung : n nO R R+ → mit 
0

2

( )lim .
y

O y
y→

 

 

Beweis: 

Sei S eine Umgebung des 
nR+  und 

~ ~ ~
: ,  ( ) : ( ),

j
n

j
j

b E R b x b x+→ =∑  eine Abbildung mit
~

| nb R b+ ≡

und 
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~

( ) (0)

j

j
j

j j

bb x
x x

∂∂
=

∂ ∂
 

für alle x S∈ mit 0.jx <  Sei ferner
~ ~

.f id b≡ −  

" "⇒  

Sei (0)df
dx

eine M − Matrix. 

Wegen (B. 17.) und (L. 2. 1.) ist 
~

( )d f x
dx

für alle x S∈  eine M − Matrix. Insbesondere gilt 

 

~

det ( ) 0 d f x
dx

 
  ≠
 
 

 für .x S∀ ∈  

Damit ist 
~
f ein lokaler Diffeomorphismus von S in nR . Sei ,  0ny R y∈ >  und 

1Rα +∈ , so dass es 

ein 
nx R+∈ gibt mit ( )f x yα= . Es exis�ert eine Umgebung von x , die bijek�v auf eine Umgebung 

von yα abgebildet wird. Deshalb gibt es eine posi�ve reelle Zahl β und ein x Sγ ∈ , so dass 

( )
~

( )f x yγ α γ= + für alle ] ]0,  γ β∈ . Wegen 
~

( ) ( ) ( )f x y y f xγα α γ= < + = folgt mit S. 2. 14., dass 

für alle ] ]0,  γ β∈ gilt .x xγ≤  Damit erfüllt f die Voraussetzung (i) von L. 2. 3. 

Wegen L. 2. 2. und (0) 0f = gibt es für alle
nx R+∈ eine M − Matrix ( )B x mit ( ) ( )f x B x x= ⋅  und

( ) (0)dfB x
dx

≥ . Dann ist auch ( ) (0)dfB x x x
dx

⋅ ≥ ⋅ für alle 
1x R+∈  und damit: 

 
2 2

2 2
( ) ( )f x B x x= ⋅                                        (2. 26.) 

              
2

2

(0)df x
dx

≥ ⋅ . 

Die durch : (0) (0)Tdf dfC
dx dx

= ⋅ definierte Matrix ist wegen

 (0) (0) (0) (0)
TT Tdf df df df

dx dx dx dx
    = ⋅         

 

symmetrisch. Deshalb gib es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren 
1 2, ,... nz z z von C und die 

zugehörigen Eigenwerte 1 2, ,..., nλ λ λ sind reell. 

Sei 
nx R+∈ und 

1

n
i

i
i

x zα
=

= ⋅∑ eine Basisdarstellung von x . Dann folgt: 
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2

(0) (0) (0)
T

Tdf df dfx x x
dx dx dx

 ⋅ = ⋅ ⋅ 
 

                         (2. 27.) 

                                                             Tx Cx=                                

                               
1 1

Tn n
i j

i j
i j

z Czα α
= =

  =   
   
∑ ∑  

                                

                               
1 1

Tn n
i j

i j j
i j

z zα α λ
= =

  =   
   
∑ ∑                              

                               ( )
1 1

n n Ti j
i j j

i j
z zα α λ

= =

=∑∑                                 

                               
1 1

n n

i j j ij
i j

α α λ δ
= =

=∑∑  

                    2

1

n

i i
i
α λ

=

=∑  

                               ( ) 2

1 1
min .

n

j ij n i
λ α

≤ ≤
=

≥ ⋅∑  

Wegen  

 (0) (0) 0,    
T

T ndf dfz Cz z z z R
dx dx

 = ⋅ ⋅ ⋅ ≥ ∀ ∈ 
 

 

ist 0C > . Da C außerdem inver�erbar ist, folgt: 

 
1

: min 0jj n
λ λ

≤ ≤
= > . 

Wegen 

 
2 2
2

1 1 1
( )

n n n
T i T j

i j i
i j i

x x x z zα α α
= = =

= = =∑∑ ∑  

ergibt sich jetzt aus (2. 27.) – (2. 28.): 

 
2 2

2 2
( ) .f x xλ≥  

Unter Benutzung dieser Abschätzung erhält man für ein 0ε > ein 0δ > nämlich : εδ
λ

= , so dass 

für alle 
nx R+∈ mit 2

x δ≥ gilt: 

 ( )f x xλ≥ ⋅  
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ελ
λ

≥ ⋅  

            .ε=  

Also ist Bedingung (i) von L. 2. 3. erfüllt. 

Durch Anwendung von L. 2. 3. ergibt sich, dass zu jedem 
ny R+∈ ein 

nx R+∈ exis�ert mit ( ) .f x y=  

Dieses x ist wegen S. 2. 15. eindeu�g bes�mmt und hängt wegen L. 2. 3. ste�g von y ab. 

Wegen 

~

det (0) 0d f
dx

 
  ≠
 
 

 ist 
~
f im Nullpunkt ein lokaler Diffeomorphismus. Es gibt also eine offene 

Umgebung (0)U und eine ste�ge Abbildung 
_

: (0) no U R→ mit

_

0
2

( )lim
y

o y
y→

, so dass wegen
~

( ) 0f x =

für alle 
~

( (0))y f U∈ gilt: 

 

1~
1 1 _~ ~
( ) (0) (0)( 0) ( 0)d ff y f y o y

dy

−
− −

= + − + −  

            

1~

(0) ( ).d f o y
dx

−
 
 = +
 
 

 

Daraus folgt für :ny R+∈  

 
1

1( ) (0) ( )dff y y o y
dx

−
−  = + 

 
 

mit einer Abbildung : n no R R+ → , die wegen der Ste�gkeit von 
1f −

ste�g ist und für die wegen
_

| ( )no R o o+ ∩ ≡ gilt:
0

2

( )lim 0
y

o y
y→

= . 

 

( )⇐  

Wir nehmen an, dass die Umkehrabbildung
1 : ( )n n nf R f R R−

+ + +⊂ → exis�ert und ste�g ist und dass 

für alle 
ny R+∈  gilt: 

 
1( ) ( ),f y My o y− = +  

wobei MM M∈ und : n no R R+ → eine ste�ge Abbildung mit 
0

2

( )lim 0
y

o y
y→

=  ist. 
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Die Abbildung
~
f ist im Nullpunkt ste�g differenzierbar. Es gibt also eine offene Menge (0)U und eine 

Abbildung
~

: (0) no U R→ mit, so dass für alle (0)x U∈ gilt: 

 
~

~ ~ ~
( ) (0) (0)( 0) ( 0)d ff x f x o x

dx
= + − + −  

         
~

~
(0) .d f x o x

dx
= +  

Damit erhält man für alle 
ny R+∈  mit 

1( ) (0) :f y U− ∈  

 
~

1( ( ))y f f y−=  

    
~

( ( ))f My o y= +  

 
~

(0) (0) ( ) ( ( ))df dfMy o y o My o y
dx dx

= + + +  

Daraus folgt 

 
~

( (0) ) (0) ( ) ( ( ))df dfE M y o y o My o y
dx dx

− = + +  

und weiter 

 

~

2 2 2

( ) ( ( ))( (0) ) (0)df y df o y o my o yE M
dx y dx y y

+
− = + . 

Nach Defini�onen der Abbildungen o und 
~
o geht die rechte Seite für 0y →  gegen Null. 

Also ist (0) 0,dfE M
dx

 − = 
 

 d.h.  
1

(0)dfM
dx

−
 =  
 

. Weiter muss gelten, dass 
1

(0) 0df
dx

−
  ≥ 
 

ist. 

Denn wäre das nicht der Fall, so gäbe es ein
ny R+∈ , derart dass eine Komponente von

1
1( ) (0) ( )dff y o y

dx

−
−  = + 

 
nega�v wäre. Also ist (0)df

dx
eine MatrixM − .           q. e. d. 

 

B. 2. 21. 

Sandberg gibt zur Lösung des Problems (P. 2. 1’.) mit (B. 3.). B(5) – B(17) ein globales Newtonsches 
Itera�onsverfahrens an, für dessen Konvergenz zusätzlich die (einschneidende) Voraussetzung 
notwendig ist, dass 

 :  konkavb                   (B. 18.) 

oder speziell wegen (B. 3.), (B. 15.) 
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 1 2 2 1( ) ( ),  0,  1,..., ,
j j

j j j j
j j

db dbx x x x j n
dx dx

≥ ∀ ≥ ≥ =              (2. 28.) 

gilt. 

Das Verfahren wird im Kapitel III näher untersucht [Vgl. S. 3. 19.]. 

 

B. 2. 22. 

Sandberg gibt einen weiteren Existenzsatz an, für den nicht alle in B. 2. 18. gemachten 
Voraussetzungen benö�gt werden und der deshalb wesentlich allgemeiner als S. 2. 16. ist. Für 
unseren Beweis wird lediglich L. 2. 3. benö�gt. 

 

S. 2. 17. 

Die S eine offene Umgebung des 
nR+ und : nf S R→ eine ste�g differenzierbare Abbildung mit 

(0) 0.f =  Sei (0)df
dx

eine MatrixM − für alle x S∈ . Dann gibt es ein eindeu�ges 
nx R+∈  mit 

( )f x y= genau dann, wenn für jedes 0ε > ein 0δ > exis�ert, so dass für alle 
nx R+∈  mit 2

x δ≥   

gilt  2
( ) .f x ε≥  

 

Beweis: 

Siehe Sandberg, S. 1181f. 

 

B. 2. 23. 

Im Folgenden wird ein sta�sches volkswirtscha�liches Verflechtungsmodell disku�ert, das im 
gewissen Sinne eine Verallgemeinerung der Problemstellung von Sandberg darstellt: 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→ folgende Bedingungen 

erfüllt: 

1) (B. 7.) 
2) (B. 16.) 
3) (B. 18.) 
 

d.h.  

 ( ) 2 1 2 1 2
1 (1 ) ( ) (1 ) ( ),  , ;  1nb x x b x b x x x Rλ λ λ λ λ++ − ≥ + − ∀ ∈ ∀ >                       (2. 29.) 

4) b  ist für alle 
nx R+∈  Frechet-differenzierbar, d. h. es exis�ert '( )b x  für alle 

nx R+∈  
 

Bedingung (B. 29.) impliziert insbesondere (B. 9.). 
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Bedingung (4) ist eine Verallgemeinerung der Bedingung (B. 15.). Sie bedeutet: Jede infinitesimal 
kleine Änderung der Gesamtproduk�on hat eine infinitesimal kleine Änderung vom Aufwand zur 
Folge. 

 

B. 2. 24. 

Wegen der Differenzierbarkeit von ( )b x resul�ert aus (2. 29.) die Ungleichung 

 
2 1 1 2 1 1 2( ) ( ) '( )( ),  , ,nb x b x b x x x x x R+− ≤ − ∀ ∈               (2. 30.) 

wobei '( )b x  die Frechet-Ableitung der Abbildung b im Punkt x ist. 

 

B. 2. 25. 

Sei 

 ( ) : ( ) ,    n
yb x b x y y R+= + ∈ .               (2. 31.) 

Offensichtlich erfüllt auch ( )yb x die Bedingung (B. 18.) und folglich die Ungleichung (2. 30.): 

2 1 ' 1 2 1( ) ( ) ( )( )yb x b x b x x x− ≤ −  

         
1 2 1'( )( )b x x x= − .                    (2. 32.) 

Wie in B. 2. 10. bemerkt, ist die Lösbarkeit von (P. 2. 1’.) unter den Voraussetzungen 1) – 5) äquivalent 
der Lösbarkeit von 

 ( )yx b x= .                                                      (2. 33.) 

 

S. 2. 18. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→ die in B. 2. 23. 

gemachten Voraussetzungen erfüllen möge. Ferner sei ein festes 
0 nx R+∈ \{0}und eine Konstante

[ [0,  1λ∈ . 

Dann gilt: 

 0 0( )   (P. 2. 1'.) ist global lösbar .b x xλ≤ ⇔  

 

Beweis: 

( )⇒  

Es gilt 
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 ( )yb y y≥ .                                                   (2. 34.) 

Sei 

 
0

0 00 :    (1 ) .t y t xλ> ≤ −  

(Die Existenz von 0t ist dadurch gesichert, dass 0 0x > gilt.) 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei 0 1t > . Es gilt dann: 

 0 0
0 0( ) ( )yb t x b t x y= +  

              
0

0 ( )t b x y≤ +                                                                     (  (B. 9.))  

                        
0

0t xλ≤                                                   (  (B. 19.))  

                        
0

0t x≤ .                                       (2. 35.) 

0
0y t x≤                                                                                                     (  (B. 7.), (B. 20) )  

0
0 .y x t x≤ ≤  

Da die Menge [ ]0,  y t x beschränkt, konvex und abgeschlossen ist, hat die Abbildung yb  nach dem 

Fixpunktsatz von Brouwer auf dieser Menge mindestens einen Fixpunkt. 

Außerdem gilt für die Folgen 

 ( ) 0 ( ) ( 1){ },    : ,    : ( ),    yx x y x b x Nν ν ν ν−= = ∈  

bzw. 

 
( ) 0 ( ) ( 1)~ ~ ~ ~

{ },    : ,    : ( ),    yx x y x b x N
ν ν ν

ν
−

= = ∈ . 

 ( )lim *x xν

ν→∞
=  

bzw. 

 
( )~

lim *.x x
ν

ν→∞
=  

Dabei gilt: 

 * ( *)yx b x=  

bzw. 

 
~ ~
* ( *).yx b x=  
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Es gilt ferner: 

 
( 1) ( ) ,    x x Nν ν ν− ≤ ∈  

 
( 1) ( )~ ~

,    x x N
ν ν

ν
−

≤ ∈  

( )~
( ) ,    x x N

ν
ν ν≤ ∈ . 

 

( )⇐  

Es gilt laut Voraussetzung 

 
0 0 00 ( ) .x b x y≤ ≤ +  

Sei nun 

 
0 00 :    .y xβ β> ≥  

Dann gilt: 

 
0 0 0( )b x x y= +  

                     
0 0x xβ≤ −  

                     
0(1 )xβ= −  

         0xλ=  

mit 

 1 : .β λ− =               q. e. d. 

 

S. 2. 19. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.). Dabei möge die Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→ die Bedingung (B. 

7.) erfüllen. 

Dann gilt: 

 B. 19.   (P. 2. 1'.) ist global lösbar .⇔  

 

Beweis: 

Der Beweis folgt aus dem Satz von Birkhoff und aus der Tatsache, dass eine monotone Abbildung 

bezüglich der Menge 0
0,  y t x   invariant ist.           q. e. d. 
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B. 2. 26. 

Im Gegensatz zum Satz S. 2. 18. garan�eren die Bedingungen von S. 2. 19. nicht die Konvergenz der 
Folgen  

( ) 0 ( ) ( 1){ },    : ,    : ( ),    yx x y x b x Nν ν ν ν−= = ∈  

bzw. 

 
( ) 0 ( ) ( 1)~ ~ ~ ~

{ },    : ,    : ( ),    yx x y x b x N
ν ν ν

ν
−

= = ∈  

gegen eine Lösung des Problems (P. 2. 1’.). 

 

B. 2. 27. 

Die Bedingung (B. 19.) garan�ert nicht die Eindeu�gkeit der Lösung von (P. 2. 1’.). Hierzu könnte 
folgendes Beispiel betrachtet werden. 

Sei 

 ( ) ( )1 2 1 2( , ) : , ,    : 0,  2 .
T Tb x x x x y= =  

( )b x  erfüllt die in B. 2. 23. angeführten Bedingungen und (B. 19.). 

(Zur Überprüfung von (B. 19.) genügt es, ( )0 4,  4 Tx = zu wählen, woraus 1 1
2

λ = <  resul�ert.) 

 

S. 2. 21. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→ die in B. 2. 23. 

angeführten Bedingungen erfüllen möge. Es gelte ferner (B. 19.) und 

                         '( ) ist für kein nb x x R+∈ \{0} zerlegbar.                                 (B. 20.) 

Dann gilt folgendes: 

A. Das Problem (P. 2. 1’.) hat für jedes 
0 ny R+∈ \{0}eine eindeu�ge Lösung * ( ).x x y=  

B. Die Folgen 
 

 ( ) 0 ( ) ( 1){ },    : ,    : ( ),    yx x y x b x Nν ν ν ν−= = ∈  

bzw. 

 

 
( ) 0 ( ) ( 1)~ ~ ~ ~

{ },    : ,    : ( ),    yx x y x b x N
ν ν ν

ν
−

= = ∈   

 konvergieren monoton gegen *.x  Dabei gilt: 
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( ) ( 1)~ ~

( 1) ( ) * ,    .x x x x x N
ν ν

ν ν ν
−

− ≤ ≤ ≤ ≤ ∈  

C. Die Folge 
( ) ( 1)

: ( ),    ,yx b x N
ν ν

ν
−≈ ≈

= ∈  

 konvergiert für ein beliebiges 
0

nx R
≈

+∈ \{0}gegen *x  

 

Beweis: 

A: 

Das Problem (P. 2. 1’.) möge für 
0 0y >  mindestens zwei verschiedene Lösungen 

1 2_ _
, 0x x >  haben: 

 
1 1_ _

0( )x b x y= +  

 
2 2_ _

0( )x b x y= + . 

Offensichtlich gehört dann einer der Vektoren 
1 2 2 1_ _ _ _

( ),  ( )x x x x− −  der Menge nR+  nicht an. Es gelte 

z.B. 
1 2_ _

( ) .nx x R+− ∉  Dann hat man: 

 
1 2 1 2_ _ _ _

( ) ( ) ( )x x b x b x− = −  

               
2 1 2_ _ _

'( )( ).b x x x≤ −  

Da der Operator b monoton ist, ist seine Frechet-Ableitung '( )b x  ( nx R+∈ ) ein posi�ver linearer 

Operator. Unter Berücksich�gung von der obigen Ungleichung und nach dem Satz über Abschätzung 
(nach unten) des Spektralradius eines posi�ven linearen Operators [Vgl. Krasnoselski, M. A. u a.: 
Näherungsverfahren zur Lösung von Operatorgleichungen, Akademie-Verlag, Berlin, 1973] erhält 
man: 

 
2_

'( ) 1r b x
 

≥ 
 

. 

Setzt man in (2. 30.) 
2_

2 10,  x x x= = ein, so ergibt sich 

2 2 2_ _ _
( ) '( )b x b x x− ≤ − , 

d.h. 

 
2 2 2_ _ _

( ) '( ) .b x b x x≥  

Also 
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2_

2 0( )x b x y= +  

    
2_

( )b x>  

    
2_

'( )b x≥ , 

d.h. 

    
2 2 2_ _ _

'( ) .b x x x<  

Aus der letzten Ungleichung und dem Satz über die strenge Abschätzung (nach oben) des 
Spektralradius eines linearen posi�ven nicht zerlegbaren Operators [ebenda]resul�ert: 

 
2_

'( ) 1.r b x
 

≤ 
 

 

Dies widerspricht jedoch der Behauptung
2_

'( ) 1r b x
 

≥ 
 

. 

 

B: 

Beim Beweis von Satz S. 2. 18. wurde gezeigt, dass 

 
( )~

( ) ,    x x N
ν

ν ν≤ ∈  

gilt und dass die Folgen { }
( )_

( ){ },  { }, {0}x x N
υ

υ υ ∈ ∪ monoton gegen die Lösungen 
_

*,  *x x  

konvergieren. Auf Grund der Eindeu�gkeit der Lösungen 
_

* *x x=  schließen wir auf die Konvergenz 
der beiden genannten Folgen gegen *x . 

 

C: 

Siehe Stecenko, V. Ja.; Tumanov, L. A.; Šutov, V. G.: K teorii nelinejnich modelej mežotraslevovoj 
balansa. In: Modeli I metody analiza ekonomičeskych celenapravlennych systemy, Novosibirsk 1977. 
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III 

 
Verfahren zur Lösung nichtlinearer 

 Input-Output-Modelle 
 

 

B. 3. 1.  

Im Kapitel II wurde das Verfahren VSA I: 

 i) (0) :x y=                                        (VSA I) 

           ii) ( ) ( 1): ( ) ,    ,x b x y Nν ν ν−= + ∈  

zur Lösung des Problems (P. 2. 1’.) vorgeschlagen und dessen wich�gste Eigenscha�en im 
Zusammenhang mit der Lösbarkeit des genannten Problems untersucht. In diesem Kapitel werden 
zunächst weitere Eigenscha�en dieses Verfahrens aus numerischer Sicht und insbesondere in 
Verbindung mit der Kontrak�onsbedingung erörtert (Vgl. B. 2. 10, B. 2. 11., S. 2. 7., S. 2. 8.). 

 

S. 3. 1.  

Gegeben sei 

 :  ,n nb D R R⊂ →  

 { }0 0
0 : | , ,    ,  0nK x x R x x D x Dδ δ= ∈ − ≤ ⊂ ∈ >  

und b auf 0K  kontrahierend mit dem Kontrak�onsfaktor 1λ < . 

Ferner sei 

 :  f id b−  

und 

 { }0
1 : | , ( ) (1 ) .nK y y R y f x λ δ= ∈ − ≤ −  

Dann gibt es für alle 1y K∈  ein eindeu�g bes�mmtes 0*x K∈  mit  

 ( *) ,f x y=  

und die Folge 

 ( ) ( 1): ( ) ,    x b x y Nν ν ν−= + ∈   

konvergiert gegen *x . 

 

Beweis: 
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Für ein festes 1y K∈  sei die Abbildung :  ng D R⊂  definiert durch 

 ( ) : ( )g x b x y= +  

          ( ( ) ),  x f x y x D= − − ∀ ∈ . 

Dann ist g trivialerweise auf  0K  kontrahierend. Für alle 0x K∈  gilt dann: 

 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )g x x g x g x g x x− ≤ − + −   

                              0 0( )x x f x yλ≤ − + −  

       (1 )λδ λ δ≤ + −  

       1δ= , 

d. h. es gilt 0 0( )g K K⊂ . Nach Satz S. 2. 7. hat g dann einen eindeu�g bes�mmten Fixpunkt *x  in

0K : 

 * ( *)x g x=  

      ( *) ,b x y= +  

also 

 ( *) ,f x y=  

und die Folge ( ) ( 1): ( ) ,  x b x y Nν ν ν−= + ∈ , konvergiert gegen *x .                                  q. e. d. 

 

B. 3. 2. 

Der Satz S. 3. 1. gewährleistet die Eindeu�gkeit der Lösung nur in 0K , nicht aber in D . 

 

B. 3. 3. 

 Der Kontrak�onssatz S. 2. 7. hat die angenehme Eigenscha�, dass er eine leicht berechenbare 
Fehlerabschätzung liefert, die beim tenν −  Schrit des Itera�onsverfahrens die Abweichung vom 
Grenzwert in Abhängigkeit vom letzten Schrit und der Kontrak�onskonstanten λ  ausdrückt: 

 

S. 3. 2. 

Unter den Voraussetzungen des Satzes S. 2. 7. gilt für die Folge (2. 18.) die Fehlerabschätzung: 

 ( ) ( ) ( 1)*
1

x x x xν ν νλ
λ

−− ≤ −
−

                                       (3. 1.) 

                  0 (0)( ) ,    
1

g x x N
νλ ν
λ

≤ − ∈
−

, 
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wobei 1λ <  die Kontrak�onskonstante der Abbildung g ist. 

 

Beweis: 

Es gilt für ein 1ν ≥  [vgl. den Beweis vom Satz S. 2. 7.]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )* *x x x x x xν ν ν ϑ ν ϑ+ +− ≤ − + −  

                             ( 1) ( ) ( ) * .
1

x x x xν ν ν ϑλ
λ

+ +≤ − + −
−

 

Durch den Grenzübergang ϑ →∞  folgt daraus: 

 ( ) ( 1) ( )*
1

x x x xν ν νλ
λ

+− ≤ −
−

. 

Jetzt folgen die behaupteten Ungleichungen unter Benutzung von 

 ( 1) ( ) ( ) ( 1)( ) ( )x x g x g xν ν ν ν+ −− = −  

                                ( ) ( 1) .x xν νλ −≤ −             q. e. d. 

 

B. 3. 4. 

In den nachfolgenden Aussagen befassen wir uns mit einer Sensi�vitätsanalyse des sta�schen 
volkswirtscha�lichen Verflechtungsmodells mit kontrahierender Aufwandsfunk�on. Zunächst 
wenden wir uns der Fragestellung zu, was mit der Lösung passiert, wenn man vom 

Endnachfragevektor y  auf einen anderen Endnachfragevektor 
~
y  übergeht. Ist die Lösung stabil? 

Das heißt ändert sich der Vektor der Gesamtproduk�on nur wenig, wenn der Endnachfragevektor 
wenig verändert wird? 

 

S. 3. 3. 

Sei :  n nb D R R⊂ →  kontrahierend mit 1λ < und :  nf D R→  definiert durch  

 ( ) : ( ),  .f x x b x x D= − ∀ ∈  

Dann ist :  ( )f D f D→  bijek�v, 1f −  ste�g und es gilt: 

 
~ ~ ~

1 1 1( ) ( ) ,    , ( ).
1

f y f y y y y y f D
λ

− −− ≤ − ∀ ∈
−

  

 

Beweis: 

Für alle ( )y f D∈ gilt ( )x b x y= +  für ein ,x D∈ d.h. x  ist Fixpunkt der kontrahierenden Abbildung

b y+ . Nach dem Beweis von S. 2. 7. ist dieser Fixpunkt aber eindeu�g. Damit folgt die Injek�vität von

f , und : ( )f D f D→ ist bijek�v. 
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Weiter gilt für alle
~

,x x D∈ : 

 
~ ~ ~

|| ( ) ( ) || || ( ( ) ( )) ||f x f x x x b x b x− = − − −  

 
~ ~

|| || || ( ) ( ) ||x x b x b x≥ − − −  

 
~ ~

|| || || ||x x x xλ≥ − − −  

 
~

(1 ) || || .x xλ= − ⋅ −  

Seien 
~

, ( )y y f D∈ und
~

,x x D∈  mit ( )f x y= und
~ ~

( )f x y= . Dann folgt: 

 
~ ~

1 1|| ( ) ( ) ||   || ||f y f y x x− −− = −  

                                 
~1 || ( ) ( ) ||

1
f x f x

λ
≤ −

−
 

                                            
~1 || ||

1
y y

λ
= −

−
. 

Dies ist die behauptete Abschätzung, und aus ihr folgt die Ste�gkeit von 1.f −         q. e. d. 

 

B. 3. 6. 

Man kann weiter fragen, was geschieht, wenn man von der kontrahierenden Aufwandsfunk�on b zu 

der Aufwandsfunk�on
~
b übergeht, oder noch allgemeiner von der Itera�onsfunk�on ( ) ( )g x b x y= +  

zu
~ ~ ~
( ) ( )g x b x y= + . Die Abbildung 

~
g braucht hierbei nicht notwendig kontrahierend zu sein. Der 

folgende Satz beschreibt das Verhalten der Folgenglieder: 

 

S. 3. 4. 

Sei nD R+⊂  und :g D D→ eine kontrahierende Abbildung mit der Kontrak�onskonstanten 1λ < . 

Sei
~

:g D D→ , und es gelte für ein 0ε > und alle x D∈ : 

 
~

|| ( ) ( ) ||g x g x ε− < . 

Seien 
(0) (0) ( ) ( 1)(0) (0)_ _ _ _

, ,  ,  ( )x x D x x x g x
ν ν −= =

∈ ≤ = und
( ) ( 1)

( ) für x g x N
ν ν

ν
−= =

= ∈ . 

Dann gilt für alle :Nν ∈  

( ) ( ) 1_

0
|| ||  .j

j
x x
ν ν ν

ε λ
−=

=

− ≤ ∑  
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Beweis: 

Wir beweisen die Abschätzung durch Induk�on überν : 

Der Fall 1ν = ist klar. 

Die Behauptung sei für ν  rich�g. Dann folgt: 

 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )_ _ ~

|| ||   || ( ) ( ) || || ( ) ( ) ||x x g x g x g x g x
ν νν ν ν ν= = = =

− ≤ − + −  

                      
( ) ( )_

|| ||x x
ν ν

λ ε
=

≤ − +  

                      
1

0

j

j

ν

λε λ ε
−

=

≤ +∑  

           
0

j

j

ν

ε λ
=

= ∑ .                  q. e. d.  

 

B. 3. 7. 

Falls 
~
g  einen Fixpunkt hat (z.B. falls 

~
g kontrahierend ist), können wir den Abstand der Lösungen mit 

folgendem Satz abschätzen: 

 

S. 3. 5. 

Sei nD R+⊂  und :  g D D→  kontrahierend mit 1λ < . Sei 
~

:  g D D→ und gelte für ein 0ε >  und 

alle x D∈ : 

 
~

|| ( ) ( ) ||  g x g x ε− ≤ . 

Sei
_
*x  Fixpunkt von g und *x

=

 Fixpunkt von
~
g . Dann gilt: 

_
|| * * ||  .

1
x x ε

λ

=

− ≤
−

 

 

Beweis: 

Trivialerweise gilt für alle Nν ∈  wegen der Kontrak�onseigenscha� von g und S. 3. 4.: 

 
_ _ ~

|| * * ||   || ( *) ( *) || || ( *) ( *) ||x x g x g x g x g x
= = = =

− ≤ − + −  

                  
1_

0
|| * * || .j

j
x x

ν
νλ ε λ

−=

=

≤ − + ∑  

Beim Grenzübergang ν →∞ geht der erste Term gegen Null und der zweite gegen
1
ε
λ−

.          q. e. d. 
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B. 3. 8. 

Wenn wir mit der Abbildung 
~
g stat mit g iterieren, so benö�gen wir eine Abschätzung für den 

Fehler, den wir dabei machen. Dies liefert der folgende Satz: 

 

S. 3. 6. 

Sei nD R+⊂  und :  g D D→ kontrahierend mit 1λ < . Sei ferner
~

:  g D D→ , und es gelte für ein 

0ε > und alle x D∈ : 

 
~

|| ( ) ( ) ||g x g x ε− ≤ . 

Sei *x  Fixpunkt von g und 
( ) ( 1)~

( ),  ,x g x N
ν ν

ν
−= =

= ∈  das Itera�onsverfahren von
~
g . 

Dann gilt 

 
( ) (0) (0)~1|| * || ( || ( ) ||,    .

1
x x x g x N

ν
νε λ ν

λ

= = =

− ≤ + − ∀ ∈
−

 

 

Beweis: 

Sei 
(0) (0)_

x x
=

= und ( ) ( 1)( )x g xν ν −= für Nν ∈ . Dann folgt wegen S. 3. 2. und S. 3. 4. für Nν ∈ : 

 
( ) ( )( ) ( )_ _

|| * ||   || * || || ||x x x x x x
ν νν ν= =

− ≤ − + −  

                      
(0) (0) 1

0
|| ( ) ||

1
j

j
x g x

ν νλ ε λ
λ

−= =

=

≤ − +
− ∑  

                                 
(0) (0) (0) (0) 1~ ~

0
|| ( ) || || ( ) ( ) ||

1 1
j

j
x g x g x g x

ν ν νλ λ ε λ
λ λ

−= = = =

=

≤ − + − +
− − ∑  

                                 
(0) (0) 1~

0
|| ( ) ||

1 1
j

j
x g x

ν ν νλ λ ε ε λ
λ λ

−= =

=

≤ − + +
− − ∑  

                     
(0) (0)~ 1|| ( ) ||

1 1 1

j

x g x
ν νλ λ λε
λ λ λ

= =  −
= − + + − − − 

 

                     
(0) (0)~ 1|| ( ) ||

1 1
x g x

νλ ε
λ λ

= =

= − +
− −

 

                                
(0) (0)~

|| ( ) || .
1

x g x
ν

νλ ε λ
λ

= = 
= + − −  

             q. e. d. 
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B. 3. 9. 

In den nächsten Sätzen geben wir Bedingungen an, aus denen folgt, dass eine Abbildung 
kontrahierend ist. 

Wir beginnen mit einem Satz, der Auskun� über die Lösungsmöglichkeit eines sta�schen 
Verflechtungsmodells mit nichtlinearen Aufwandsfunk�onen gibt, dessen Itera�onsverfahren 

g b y≡ + zu einer kontrahierenden Abbildung „ähnlich“ ist. 

 

S. 3. 7 

Sei nD R⊂ abgeschlossen, : ng D R→ eine Abbildung mit :h D D→ . Sei ferner ( )g D D⊂  ein 

Homomorphismus, so dass die Abbildung 1h g h−   kontrahierend ist.  

Dann hat g genau einen Fixpunkt *x  und das Itera�onsverfahren 

 ( ) ( ): ( ),  {0},x g x Nν ν ν= ∈ ∪  

konvergiert für ein beliebiges (0)x D∈  gegen *x . 

 

Beweis: 

Die Abbildung 1h g h−   ist kontrahierend und bildet D  in sich ab, besitzt also nach dem 

Kontrak�onssatz S. 2. 7. einen eindeu�g bes�mmten Fixpunkt
~
*x . Aus 

~ ~
1 ( *) *h g h x x− =   folgt

~ ~
( ( *)) ( *)g h x h x= . 

~
( *)h x ist also der eindeu�g bes�mmte Fixpunkt von g . Das Itera�onsverfahren 

 
( 1) ( )~ ~

1: ( ),    {0},x h g h x N
ν ν

ν
+

−= ∈ ∪   

konvergiert für alle 
(0)~

x D∈  gegen
~
*y . Weil h Homomorphismus ist, konvergiert dann auch 

 
( 1)~

( 1) : ( )x h x
ν

ν
+

+ =  

          
( )~

( ( ))g h x
ν

=   

                     ( )( )g x ν=  

für alle 
(0)~

(0) ( )x h x D= ∈  gegen 
~

*: ( *).x h x=             q. e. d. 

 

B. 3. 10. 

Die Voraussetzungen des Satzes S. 3. 7. sind speziell erfüllt, wenn der Homomorphismus h durch eine 
inver�erbare, nichtnega�ve Diagonalmatrix gegeben ist. Analog wie im Kapitel I kann man den 
Übergang von g  zu 1h g h−   als Wahl neuer Maßeinheiten für die Produkte deuten. 
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S. 3. 8. 

Sei nD R⊂ konvex und die Abbildung :  nb D R→ ste�g differenzierbar (B. 15.). 

Dann gilt: 

( ) 1,       (B. 10.).db x x D
dx

λ≤ < ∀ ∈ ⇒  

 

Beweis: 

Nach einem Mitelwertsatz gilt für alle 1 2,x x D∈ : 

 1 2 1 2 1 1 2

0 1
|| ( ) ( ) || sup ( ( ))  ,dbb x b x x x x x x

dxα
α

≤ ≤
− ≤ + − ⋅ −  

woraus nach Voraussetzung folgt 

 1 2 1 2|| ( ) ( ) ||  ,    1.b x b x x xλ λ− ≤ − <                  q. e. d. 

 

B. 3. 11. 

 Nach S. 3. 8. muss man also erreichen, dass eine Norm der Jacobischen Matrix der Aufwandsfunk�on 
kleiner oder gleich einer reellen Zahl 1λ < ist.  

 

S. 3. 9. 

Sei nD R⊂  konvex und die Abbildung :  nb D R→  ste�g differenzierbar. Ferner gebe es ein
~
x D∈ , 

so dass 

 
~

( ) M
dbE x M
dx

 − ∈ 
 

 

ist und 

 
~

( ) ( ) 0,    db dbx x x D
dx dx

≥ ≥ ∀ ∈ , 

gilt. Dann ist b kontrahierend. 

 

Beweis: 

Wegen 
~

( ) M
dbE x M
dx

 − ∈ 
 

exis�ert eine nichtsinguläre, nichtnega�ve Diagonalmatrix P , so dass 

gilt 
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~

1 ( ) 1dbP x P
dx

−

∞

< . 

Aus (3. 2.) folgt wegen 1, 0P P− ≥  

 
~

1 1( ) ( ) 0,  .db dbP x P P x P x D
dx dx

− −≥ ≥ ∀ ∈  

Damit erhält man: 

 
~

11 ( )dbP x P
dx

−

∞

>  

 1 ( ) ,    .dbP x P x D
dx

−

∞

≥ ∀ ∈  

Damit haben wir eine Norm gefunden, in der die Voraussetzung von S. 3. 8. erfüllt ist. Die Abbildung 
b ist also kontrahierend.                   q. e. d. 

 

B. 3. 12. 

In B. 2. 8. wurde bereits angedeutet, dass das Verfahren der sukzessiven Approxima�on VSA nicht nur 
für (0) :x y= konvergiert. 

 

S. 3. 10 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.) und (B. 8.). Zur Lösung dieses Problems sei folgendes 
Itera�onsverfahren (das Verfahren der sukzessiven Approxima�on II – VSA II) vorgeschlagen: 

i) 
(0)~

: 0x =                                            (VSA II)           

ii) 
( ) ( 1)~ ~

: ( ) ,    .x b x y N
ν ν

ν
−

= + ∈  

Unter der Bedingung 

  ein :  ( )nx R f x y+ +
+∃ ∈ ≥                                          (B. 25.) 

gilt: 

( )~
{ },  {0}:  VSA II ist konvergentx N

ν

ν ∈ ∪  

⇔  

( )~ ~
(P.2.1'.) ist global lösbar und *:= lim  ist e i n e Lösung von (P. 2. 1'.)x x

ν

ν→∞
 

 

Beweis: 
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(⇒ ): 

Analog dem Beweis von S. 2. 2. (⇒ ). 

(⇐ ): 

Dieser Teil wird durch zwei Behauptungen bewiesen: 

Behauptung 1: 

Es gilt 

 { }
( 1) ( )~ ~

0,   0 .x x N
ν ν

ν
+

≥ ≥ ∈ ∪  

Beweis der Behauptung 1 durch Induk�on: 

Induk�onsanfang: 

 
(1)~

(0)x b y= +                                                                    ((VSA II, i)) 

                  0≥  

                  
(0)~

x= . 

Induk�onsschrit: 

Mit der Induk�onshypothese 

 { }
( ) ( 1)~ ~

0,   0 ,x x N
ν ν

ν
−

≥ ≥ ∈ ∪  

folgt 

 
( 1) ( ) ( ) ( 1)~ ~ ~ ~

( ) ( )x x b x b x
ν ν ν ν+ −

− = −                                                                           ((VSA II)) 

                             0,≥                                                                                    ((B. 7.)) 

d.h. 

 { }
( 1) ( )~ ~

0,   0 .x x N
ν ν

ν
+

≥ ≥ ∈ ∪  

Behauptung 2: 

Es gilt 

 { }
( )~ ~

*,   0 .x x N
ν

ν≤ ∈ ∪  

Beweis der Behauptung 2 durch Induk�on: 

Induk�onsanfang: 

 
(0)~

0x x+= ≤                                                                                          ( nx R+
+∈ ) 
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Induk�onsschrit: 

Mit der Induk�onshypothese 

 
( )~

x x
ν

+≤  

folgt: 

 
( 1) ( )~ ~

( )x b x y
ν ν+

= +  

          
( )~

( ) ( )b x f x
ν

+≤ +                                                                          (  (B. 
25.)) 

                    
( )~

( ) ( )b x x b x
ν

+ += + −                                                ( ( ) ( )f x x b x+ + += − ) 

                    .x+≤                                    ((B. 7.)) 

Damit ist Behauptung 2 bewiesen. 

Da eine monoton wachsende nach oben beschränkte Folge konvergiert, ist mit diesen beiden 
Behauptungen Teil (⇐ ) bewiesen.            q. e. d. 

 

S. 3. 11. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.) und (B. 8.) und (B. 25.). Zur Lösung dieses Problems sei 
folgendes Itera�onsverfahren (das Verfahren der sukzessiven Approxima�on III – VSA III) 
vorgeschlagen: 

i) 
(0)_

 : ( : ( ) )nx x x R f x y+ + +
+= ∈ ≥                                    (VSA II)           

ii) 
( ) ( 1)_ _

: ( ) ,    .x b x y N
ν ν

ν
−

= + ∈  

Es gelte: 

( )_
{ },  {0}:  VSA III ist konvergentx N

ν

ν ∈ ∪  

⇔  

( )_ _
(P.2.1'.) ist global lösbar und *:= lim  ist e i n e Lösung von (P. 2. 1'.)x x

ν

ν→∞
. 

 

Beweis: 

(⇒ ): 

Analog dem Beweis von S. 2. 2. (⇒ ). 

(⇐ ): 



66 
 

Dieser Teil wird durch zwei Behauptungen bewiesen: 

Behauptung 1: 

Es gilt 

 
( 1) ( )_ _

.x x
ν ν+

≤  

Beweis der Behauptung 1 durch Induk�on: 

Induk�onsanfang: 

 
(1)_

( )x b x y+= +  

       ( ) ( )b x f x+ +≤ +                                                                                        (  (B. 25.)) 

       ( ) ( )b x x b x+ + += + −                                              ( ( ) ( )f x x b x+ + += − ) 

                  .x+=  

Induk�onsschrit: 

Mit der Induk�onshypothese 

 
( ) ( 1)_ _

x x
ν ν −

≤  

folgt 

 
( 1) ( )_ _

( )x b x y
ν ν+

= +  

          
( 1)_

( )b x y
ν −

≤ +                                                                                                (  (B. 7)) 

                    
( )_

.x
ν

=  

Damit ist Behauptung 1 bewiesen. 

Behauptung 2: 

Es gilt  

 { }
( )_ _

*,   0 .x x N
ν

ν≤ ∈ ∪  

Beweis der Behauptung 2 durch Induk�on: 

Wir zeigen (indirekt), dass 

_ _ _
*;      *: ( *)x x x b x y+ ≥ = +  

gilt: 

Induk�onsanfang: 

Es gelte entgegen der Behauptung 
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_
*.x x+ <  

Dann gilt wegen (B. 7.) 

 
_

( ) ( *).b x b x+ ≤                                                                             (3. 3.) 

Andererseits gilt wegen ( ) :y x b x+ +≤ −  

 
_ _
* ( *)x b x y= +  

                 
_

( *) ( )b x x b x+ +≤ + −  

                 ,x+≤                                                                  (  (3. 3.))  

entgegen der Annahme. Daher die Behauptung. 

Induk�onsschrit: 

Mit der Induk�onshypothese 

 
_
* *x x≥                                        (3. 4.) 

folgt: 

 
( 1) ( )_ _

( )x b x y
ν ν+

= +  

          
( )_ _

( ) ( *)b x f x
ν

= +  

         
( )_ _ _

( ) * ( *)b x x b x
ν

= + −  

         
_
*.x≥                                            (  (3. 4.), (B. 7.))  

Damit ist die Behauptung 2 bewiesen. Da eine monoton fallende, nach unten beschränkte Folge 
konvergiert, ist Teil ( )⇒ auch bewiesen.           q. e. d. 

 

B. 3. 13. 

Bedingung (B. 25.) besagt: Für eine Gesamtproduk�on wird mindestens eine Endnachfrage realisiert. 

 

B. 3. 14. 

Bedingung (B. 25.) ist zwar für die Konvergenz der Verfahren VSA II und VSA III unerlässlich, wird aber 

beim Verfahren VSA II nur für den Nachweis der Beschränktheit der Folge 
( )~

{ }, {0},x N
ν

ν ∈ ∪
benö�gt. Dagegen braucht man sie beim Verfahren VSA III auch für den Nachweis der Monotonie der 

Folge
( )_

{ }, {0}.x N
ν

ν ∈ ∪   
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S. 3. 12. 

(P. 2. 1'.) hat eine mehrdeutige Lösung für ein ny R+∈  

⇔  

( ) _ _~ ~
lim : * ,    :  eine beliebige Lösung für dieses x x x x y

ν

ν→∞
= ≤ . 

 

Beweis: 

Es gilt: 

 
_ _

( )x b x y= +                                                                       (3. 5.)               

               y≥ .                                             (
_

 ( ) nb x R+∈ )            (3. 6.) 

Wir zeigen nun, dass
_
x  eine obere Schranke der nach VSA II definierten Folge 

( )_
{ }, {0}x N

ν

ν ∈ ∪  ist 
(Induk�on): 

Es gilt: 

 
(1)~

(0)x b y= +  

      
_

( )b x y≤ +                                           (  (3. 5.), (B. 7.) ) 

      
_
.x=                                                                        (  (3. 5.) ) 

Es gelte die Induk�onshypothese 

( ) _~
.x x

ν

≤                                          (3. 7.) 

Dann gilt: 

 
( 1) ( )~ ~

( )x b x y
ν ν+

≤ +              (3. 8.) 

          
_

( )b x y≤ +               (  (3. 5.), (B. 7.) ) 

                     
_
x= .                                                       (  (3. 5.) ) 

Es gilt ferner 

 
( ) _~

lim lim ,x x
ν

ν ν→∞ →∞
≤                                                       (  (3. 5.) ) 

d. h. 
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_~

* .x x≤                q. e. d. 

 

B. 3. 15. 

Nach Satz S. 3. 12. besitzt VSA II die gleiche „Minimaleigenscha�“ wie VSA I. [vgl. S. 2. 3. und B. 2. 7.] 

 

S. 3. 13. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.’). Es gelten die Bedingungen (B. 7.), (B. 8.) und (B. 25.). 

(P. 2. 1'.) hat eine mehrdeutige Lösung im Intervall 0,  

für ein festes n

x

y R

+

+

  
∈

 

⇔  

( )

lim : * ,    :  eine beliebige Lösung 

von (P. 2. 1'.) für dieses 

x x x x

y

ν

ν

≈ ≈

→∞
= ≥ . 

 

Beweis: 

Aus dem Beweis von S. 3. 11., Teil ( )⇐ , Behauptung 2 folgt für alle ,  *nx R x x+∈ ≤  mit ( ) :f x y=  

 
( )

,    {0}.x x N
ν

ν
≈

≥ ∀ ∈ ∪  

Daraus folgt für alle nx R+∈ mit x x+≤ mit ( ) :f x y=  

 
( )

* : lim .x x x
ν

ν

≈ ≈

→∞
= ≥                 q. e. d. 

 

B. 3. 16. 

Durch die Kombina�on der Itera�onsverfahren VSA I und VSA III bzw. VSA II und VSA III erhält man für 

alle Gesamtproduk�onen 0,  x x+ ∈   mit ( )f x y= die Abschätzungen 

 
( )

( ) ,    {0}x x x N
ν

ν ν
≈

≤ ≤ ∀ ∈ ∪                                         (3. 9.) 

bzw. 

 
( ) ( )~

,    {0}x x x N
ν ν

ν
≈

≤ ≤ ∀ ∈ ∪ .                                      (3. 10.) 

Die Abschätzungen (3. 9.) bzw. (3. 10.) sind für die prak�sche Durchführung der Itera�on von 

besonderem Interesse, wenn es im Intervall 0,  x+   nur eine einzige Gesamtproduk�on x  exis�ert, 

die die vorgegebene Endnachfrage realisiert. Dann gilt nämlich: 
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( )

( )lim limx x x
ν

ν

ν ν

≈

→∞ →∞
= =                                                                 (3. 11.) 

bzw. 

 
( ) ( )~

lim lim .x x x
ν ν

ν ν

≈

→∞ →∞
= =                                                               (3. 12.) 

 

B. 3. 17. 

Im Folgenden werden die Verfahren VSA I – III modifiziert, um eine Konvergenzbeschleunigung zu 
erzielen. Es lässt sich nämlich zeigen, dass VSA I – III genau dann konvergieren, wenn die 
modifizierten Verfahren MVSA – III konvergieren. Beide haben dann denselben Grenzwert, aber in 
Bezug auf die Konvergenzgeschwindigkeit sind die Verfahren MVSA I – III die besseren. 

 

S. 3. 14. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.) und (B. 8.). Zur Lösung dieses Problems sei folgendes 
Itera�onsverfahren (das modifizierte Verfahren der sukzessiven Approximation I – MVSA I) 
vorgeschlagen: 

 i) (0) : ,    1, 2,..., ,i iz y i n= =                                    (VSA II) 

           ii) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
1 1: ( ...  ... ) ,   1, 2,..., ;   .T

i i i i i nz y b z z z z i n Nν ν ν ν ν ν− −
−= + = ∈  

 

Dann gilt: 

A. Die durch MVSA I definierte Folge ist monoton wachsend und konvergent. 
B. ( ) ( ) ,    {0}z x Nν ν ν≥ ∈ ∪  

C. ( ) ( )lim limz xν ν

ν ν→∞ →∞
=  

 

Beweis: 

A. 

Dieser Teil wird durch zwei Behauptungen bewiesen: 

Behauptung 1: 

Es gilt 

 ( 1) ( ) ,    {0}.z z Nν ν ν+ ≥ ∈ ∪  

Beweis der Behauptung 1 durch Induk�on: 

Induk�onsanfang: 

 (1) (1) (1) (0) (0)
1 1( ...  ... )T

i i i i i nz y b z z z z−= +  

                  (0) ,    1, 2,...,i iy x i n≥ = = .                       1 1( ;  ( ) )i iy R b z R+ +∈ ∈  
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Induk�onsschrit: 

Mit der Induk�onshypothese 

 ( ) ( 1)z zν ν −≥  

folgt durch eine zweite Induk�on über :i  

( 1) :i =    ( 1) ( )
1 1 1( )z y b zν ν+ = +  

           ( 1)
1 1( )y b z ν −≥ +                                                                  ( ( B. 7.))  

          ( )
1 ;z ν=  

( 1) :i i= +  ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
1 1 1 1 1( ...  ... )T

i i i i i nz y b z z z zν ν ν ν ν+ + +
+ + + −= +                  

                           ( ) ( ) ( 1) ( 1)
1 1 1 1( ...  ... )T

i i i i ny b z z z zν ν ν ν− −
+ + +≥ +  

                                                                 ( 1) ( ) ( ) ( 1)( ,  1, 2,..., , ,  1, 2,..., )j j j jz z j i z z j nν ν ν ν+ −≥ = ∧ ≥ =  

     ( )
1 .iz ν
+=  

Daraus folgt: 

 ( 1) ( ) ,    1, 2,..., ,i iz z i nν ν+ ≥ =  

und damit 

( 1) ( ) .z zν ν+ ≥  

Behauptung 1 ist damit bewiesen. 

 

Behauptung 2: 

Sei 

 ( )* : limx x ν

ν→∞
=  

(wobei durch S. 2. 2. die Existenz von *x gesichert ist). 

Dann gilt für alle {0}Nν ∈ ∪ : 

 ( ) *z xν ≤ .  

Beweis der Behauptung 2 durch Induk�on: 

Induk�onsanfang: 

 (0)z y=  

       *.x≤  

Induk�onsschrit: 
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Mit der Induk�onshypothese 

 ( ) *z xν ≤  

folgt durch eine zweite Induk�on über :i  

( 1) :   i =     ( 1) ( )
1 1 1( )z y b zν ν+ = +  

                 1 1( *)y b x≤ +                                                    (  (B. 7.))  

                 *x=                                                                                  ( ( *) * ( *) )f x x b x y= − =  

( 1) :   i i= + ( )( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
1 1 1 1 1... ...

T

i i i i i nz y b z z z zν ν ν ν ν+ + +
+ + + += +  

                  1 1( *)i iy b x+ +≤ +                   ( 1) ( ) *( *,  1, 2,..., ,  1, 2,..., )j j jz x j i z x j nν ν+ ≤ = ∧ ≤ =  

                  *
1.ix +=  

Damit folgt ( 1) *z xν + ≤  und Behauptung 2 ist bewiesen. 

Da eine monoton wachsende nach oben beschränkte Folge konvergent ist, ist mit diesen Beiden 
Behauptungen Teil A bewiesen. 

B. 

Beweis durch Induk�on: 

Induk�onsanfang: 

 (0) (0).z y y x= ≥ =  

Induk�onsschrit: 

Mit der Induk�onshypothese ( ) ( )z xν ν≥  folgt für 1,2,...,i n= : 

 ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
1( ... ... )i i i i i i nz y b z z z zν ν ν ν ν+ + +
−= +  

          ( ) ( )
1( ... )i i ny b z zν ν≥ +                                                                        ( A, Behauptung 1)  

          ( )( )i iy b z ν= +                      

                    ( )( )i iy b x ν≥ +                          ( ) ( )( )x zν ν≤  

                    ( 1) .ix ν +=   

Damit ist Teil B bewiesen. 

C.  

Aus Teil A, Behauptung 2 folgt: 

 ( ) ( )limz xν ν

ν→∞
≤ . 

Damit gilt 
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 ( ) ( )lim limz xν ν

ν ν→∞ →∞
≤ . 

Aus Teil B folgt 

 ( ) ( )lim lim .z xν ν

ν ν→∞ →∞
≥  

Damit ist Teil C bewiesen.           q. e. d. 

 

S. 3. 15. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.), (B. 8.) und (B. 25.). 

Zur Lösung dieses Problems sei folgendes Itera�onsverfahren (das modifizierte Verfahren der 
sukzessiven Approximation II – MVSA II) vorgeschlagen:  

i) (0) : 0,    1, 2,..., ,iz i n= =                                     (VSA II)           

ii) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
1 1: ( ...  ... ) ,   1, 2,..., ;   .T

i i i i i nz y b z z z z i n Nν ν ν ν ν ν− −
−= + = ∈  

 

Dann gilt: 

A. Die durch (MVSA II) definierte Folge ist monoton wachsend und konvergent. 

B. 
( ) ( )~ ~

,  {0}z x N
ν ν

ν≥ ∈ ∪  

C. 
( ) ( )~ ~

lim limz x
ν ν

ν ν→∞ →∞
=  

 

Beweis: 

Analog dem Beweis von S. 3. 14. 

 

S. 3. 16 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 7.), (B. 8.) und (B. 25.). Zur Lösung dieses Problems sei 
folgendes Itera�onsverfahren ((das modifizierte Verfahren der sukzessiven Approximation III – MVSA 
III) vorgeschlagen: 

i) 
(0)

: ,    1, 2,..., ,i iz x i n
≈

+= =  mit ( )f x y+ ≥                                  (VSA II)           

ii) 
(0) (0) ( ) ( 1) ( 1)

1: ( ...  ... ) ,   1, 2,..., ;   .T
i i i i ni iz y b z z z z i n N

ν ν ν

ν
− −≈ ≈ ≈ ≈ ≈

−= + = ∈  

Dann gilt: 

D. Die durch (MVSA III) definierte Folge ist monoton wachsend und konvergent. 

E. 
( ) ( )

,  {0}z x N
ν ν

ν
≈ ≈

≥ ∈ ∪  

F. 
( ) ( )

lim limz x
ν ν

ν ν

≈ ≈

→∞ →∞
=  

 

Beweis: 
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Analog dem Beweis von S. 3. 14. 

 

B. 3. 18. 

Die Verfahren MVSA I – MVSA III stellen Verallgemeinerungen des Gauß-Seidelschen Verfahrens zur 
Lösung von linearen Gleichungssystemen dar. 

Es ist licht zu sehen, dass die Reihenfolge der Nummerierung der Sektoren für die 
Konvergenzgeschwindigkeit der Verfahren MVSA I – III von entscheidender Bedeutung ist. 

Im Falle einer sog. „zyklenfreien“ Aufwandsfunk�on lässt sich durch geeignete Nummerierung stets 
erreichen, dass 

 ( ) 0,  für ;  1, 2,..., ,ij jb x i j j n= ≤ =  

gilt. Für diesen Spezialfall kann man die gesuchte Gesamtproduk�on nach MVSA I – III nach einem 
Schrit erhalten. 

 

S. 3. 17. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) mit (B. 3.), (B. 15.) – (B. 17.) und (B. 18.) (bzw. (2. 29.)). Sei 

(0) .M
df M
dx

∈  

Dann ist das Problem (P. 2. 1’.) eindeu�g global lösbar und das Newtonsche Verfahren  

 ( )
1

( ) ( 1) ( 1) ( 1): ( ) ( ) ,    dfx x x f x y N
dx

ν ν ν ν ν
−

− − − = − − ∈ 
 

               (NV) 

konvergiert für jedes (0) nx R+∈  gegen die Lösung *x  des Problems (P. 2. 1.’) 

Dabei gilt 

 ( ) ( 1) *,  .x x x Nν ν ν−≥ ≥ ∀ ∈  

 

Beweis: 

Sei ny R+∈ und 
~

: n nf R R→ eine Fortsetzung von f , die analog zu der im Beweis von S. 2. 16. 

konstruiert ist. Sei : n nt R R→ definiert durch
~

( ) ( ) .t x f x y= −  

Dann ist t ste�g differenzierbar und konvex auf nR . Wegen 

 

~ ~

( ) ( ) ( )dt d f d bx x E x
dx dx dx

= = −  

            (0)dbE
dx

≥ −  (0),    ,ndf x R
dx

= ∀ ∈  
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folgt, dass ( )dt x
dx

für alle nx R∈ eine M − Matrix ist. Also ist ( )dt x
dx

nicht singulär und 

1

( ) 0dt x
dx

−
  ≥ 
 

für alle nx R∈ . Der Satz S. 2. 16. sichert die Existenz eines * nx R+∈  mit ( )f x y= mit 

( ) 0.t x =  

Unter diesen Voraussetzungen ist die Lösung nx R+∈ eindeu�g bes�mmt und das Newtonverfahren 

 
1

( ) ( 1) ( 1) ( 1): ( ) ( ),    dtx x x t x N
dx

ν ν ν ν ν
−

− − − = − ∈ 
 

                          (NV’) 

konvergiert für jedes (0) nx R+∈ gegen *.x  

Weiter gilt 

 ( ) ( 1) *,  ,x x x Nν ν ν+≥ ≥ ∀ ∈  

weswegen die obige Itera�onsvorschri� (NV’) folgendermaßen geschrieben werden kann: 

 ( )
1

( ) ( 1) ( 1) ( 1): ( ) ( ) ,    dtx x x f x y N
dx

ν ν ν ν ν
−

− − − = − − ∈ 
 

.        q. e. d. 

 

S. 3. 18. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) bzw. das Problem  

 ( )yx b x=                   (2. 34.) 

mit  

 ( ) ( ) ,    ,n
yb x b x y y R+= + ∈                (2. 32.) 

wobei die in (S. 2. 20.) angegebenen Bedingungen gelten mögen. 

Ferner möge '( )b x monoton (fallend) von x abhängen. 

Zur Lösung des Problems (2. 33.) sei folgendes Verfahren (das modifizierte Newtonverfahren –  MNVI) 
vorgeschlagen:  

i) (0) 0 0 0: 0 :   ( )yx x b x xλ= > ≤                                          (MNV)           

ii) ( ) ( 1) 0 ( ) ( 1): ( ) '( )( ),    .yx b x b x x x Nν ν ν ν ν− −= + − ∈  

Dann ist die nach (MNV) konstruierte Folge { }( ) ,  {0}x Nν ν ∈ ∪ monoton wachsend und konvergiert 

gegen die eindeu�ge Lösung *x  der Gleichung (2. 34.) 

 

Beweis: 

Die in S. 2. 20. angegebenen Bedingungen sichern die Existenz der eindeu�gen Lösung von (P. 2. 1’.) 
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Es wird nun gezeigt, das für den Spektralradius der Abbildung '( )b x gilt: 

 0'( ) 1.r b x  <   

Man hat nämlich 

 0 0( )x b xλ ≥                                             (  (B. 19.))  

                   0 0'( )b x x≥                                      (  (2. 31.))  

Daraus resul�ert [Vgl. Krasnoselski, M. A. u. a.: Näherungsverfahren zur Lösung von 
Operatorgleichungen, Akademie-Verlag, Berlin 1973]: 

 0'( )r b x λ  ≤                                                                   (3. 13.) 

                            1.<  

Die Ungleichung (3. 13.) sichert, dass die Folge { }( ) ,  {0}x Nν ν ∈ ∪  durch die Formel (MNV) 

eindeu�g bes�mmt ist. 

Sei nun (0) (0) 0
00,  x x t x≥ = , wobei 0t die Bedingung (2. 26.) erfüllt. Es kann leicht bewiesen werden 

[Vgl. den Beweis von S. 2. 18. ( )⇒  (2. 35.)], dass 

 (0) (0)( )yb x x≤                                                                 (3. 14.) 

gilt. 

Setzt man in (MNV ii) 1ν =  ein, so folgt: 

 ( )(1) (0) 0 (1) (0)( ) '( )yx b x b x x x= + −  

       (0) 0 (1) (0)'( )( )x b x x x≤ + − ,                                          ((3. 14.)) 

d.h. 

 0 (1) (0)( '( ))( ) 0.E b x x x− − ≤  

Da 0'( )b x ein posi�ver Operator ist und unter Berücksich�gung von (3. 13.) gilt nun: 

 (1) (0) .x x≤                                                                      (3. 15.) 

Ferner gilt: 

 * ( *)yx b x=  

      (0) (0) (0)( ) '( )( * )yb x b x x x≤ + −                                                           ( (2. 33.))  

                 (0) (0) (1) (0) (0) (0)( ) '( )( ) '( )( * )yb x b x x x b x x x= + − + −  

                 (1) (0) (0)'( )( * )x b x x x= + −  

              (1) (0) (1)'( )( * ),x b x x x≤ + −               ( (3. 15.))  
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d.h. 

 (0) (1)( '( ))( * ) 0.E b x x x− − ≤                        (3. 16.) 

Man hat ferner 

 (0) (0)( ) ,b x y x+ ≤                                             ( (3. 14.))        (3. 17.) 

d.h. 

 (0) (0)( )x b x>            ( (3. 17.))  

       (0) (0)'( ) .b x x≥  

Aus der letzten Ungleichung folgt, wie beim Beweis von S. 2. 20., dass 

 (0)'( ) 1r b x  <   

ist woraus unter Berücksich�gung von (3. 16.) 

 (1)*x x≤  

resul�ert. 

Man erhält ferner: 

 (2) (1) 0 (2) (1)( ) '( )( )yx b x b x x x= + −  

                  (0) (0) (1) (0) 0 (2) (1)( ) '( )( ) '( )( )yb x b x x x b x x x≤ + − + −  

                  (0) 0 (1) (0) 0 (2) (1)( ) '( )( ) '( )( )yb x b x x x b x x x≤ + − + −  

                  (1) 0 (2) (1)'( )( )x b x x x= + −  

 0 (2) (1)( '( ))( ) 0E b x x x− − ≤ , 

 (2) (1)x x≤ . 

Analog gilt:  

 * ( *)yx b x=  

     (1) (1) (1)( ) '( )( * )yb x b x x x≤ + −  

                 (1) (1) (2) (1) (1) (2)( ) '( )( ) '( )( * )yb x b x x x b x x x= + − + −  

                 (1) 0 (2) (1) 1 (2)( ) '( )( ) '( )( * )yb x b x x x b x x x≤ + − + −  

      (2) 1 (2)'( )( * ),x b x x x= + −  

 (0) (2)( '( ))( * ) 0E b x x x− − ≤ .                                      (3. 18.) 

Wegen (1)*x x≤  hat man (1)'( ) '( *)b x b x≤ und daher [Vgl. Krasnoselski, M. A. u. a.: 
Näherungsverfahren zur Lösung von Operatorgleichungen, Akademie-Verlag. Berlin 1973]: 
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 [ ](1)'( ) '( *) .r b x r b x  ≤   

Aus 

 * ( *)yx b x=  

     ( *)b x y= +  

( *)b x>  

'( *) *b x x≥  

und unter Berücksich�gung der Unzerlegbarkeit von 'b erhält man 

 (1)[ '( )] 1.r b x <  

Damit gilt: 

 (1)[ '( )] [ '( *)]r b x r b x≤  

       1<  

und 

 (2)* ,x x≤          ( )( ) 3.18.  

also 

 (2) (1) (0)* .x x x x≤ ≤ ≤  

Durch analoge Überlegungen lässt sich nach der Methode der vollständigen Induk�on zeigen, dass 

die Folge{ } { }( ) ,  0x Nν ν ∈ ∪ , monoton fallend ist und eine untere Schranke *x besitzt. 

Aus der Monotonie und Beschränktheit der Folge{ } { }( ) ,  0x Nν ν ∈ ∪ , folgt deren Konvergenz 

gegen ein *.x  Geht man in (MNV ii) zum Grenzwert über (ν →∞ ), erhält man * ( *)yx b x= . Wegen 

* 0x ≥  und der eindeu�gen Lösbarkeit von (P. 2. 1.’) unter den gegebenen Bedingungen [Vgl. S. 2. 
20.] ist dies die gesuchte Lösung.           q. e. d. 

 

B. 3. 19. 

Bim Verfahren MNV kann man  wie beim Beweis von S. 3. 18. angeführt wurde, als Anfangsbedingung 
(0) 0

0x t x= wählen, wobei 0 0x > der Bedingung  

  [ ] ( )0 0 0
0 0( ) ,  0,  1 ,  1 . 0b x x y t x tλ λ λ≤ ∈ ≤ − >  

genügen muss. 

 

B. 3. 20. 

Die Itera�onsvorschri� des modifizierten Newtonschen Verfahrens lässt sich folgendermaßen 
umschreiben: 
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 ( ) ( )1( ) 0 ( 1) 0 ( 1): '( ) ( ) '( ) ,  .yx E b x b x b x x Nν ν ν ν
− − −= − − ∈             (3. 19.) 

Damit hat man die Methode der sukzessiven Approxima�on ( ) ( 1): ( ),  ,x g x Nν ν ν−= ∈  auf die 
Abbildung 

 ( ) ( )10 0( ) : '( ) ( ) '( )yg x E b x b x b x x
−

= − −                          (3. 20.) 

anzuwenden. 

 

S. 3. 19. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) bzw. (2. 34.) mit (2. 32.). Ferner seien die in S. 3. 18. gemachten 
Voraussetzungen erfüllt. 

Zur Lösung des Problems (2. 34.) sei folgendes Verfahren (das modifizierte Verfahren von Newton-
Kantorovic) vorgeschlagen: 

i)   
(0)

: 0 :    ( ) ,yx x b x x+ + += > ≤


                             (VNK)          

ii)   
( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1): ( ) '( )( ),    .yx b x b x x x N
ν ν

ν ν ν ν
−

− −= + − ∈
 

  

Dann ist die durch (VNK) beschriebene Folge
( )

{ },  x N
ν

ν ∈


, wohl definiert. Diese Folge konvergiert 

gegen *x , welches die Lösung der Gleichung ( )yx b x= darstellt: 

 
( 1) ( ) (1) (0)

* ... ... .x x x x x
ν ν+

≤ ≤ ≤ ≤ ≤
   

               (3. 21.) 

Ist der Operatorb zweimal Frechèt-differenzierbar, dann konvergiert 
( )

{ },  x N
ν

ν ∈


 quadra�sch 

gegen *x , d.h. 

 
( 1) ( ) ( ) ( 1)

2|| || || || .x x c x x
ν ν ν ν+ −

− ≤ −
   

               (3. 22.) 

Hier ist 0c >  eine Konstante. 

 

Beweis: 

Es gilt: 

 ( )yx b x+ +≥  

     ( )b x+≥  

               '( )b x x+ +≥  

und nach dem Satz über die strenge Abschätzung des Spektralradius eines linearen nicht zerlegbaren 
Operators: 

 [ '( )] 1.r b x+ <  
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Damit ist das Element 
(1)~

x durch (MNK) für 1ν = wohl definiert. Analoge Überlegungen wie in S. 3. 
18. ergeben 

 
(1) (0)

* .x x x≤ ≤
 

                            (3. 23.) 

Damit gilt 

 
(1)

0 '( ) '( *)b x b x≤ ≤
 

 

und folglich 

 
(1)

'( ) '( *) 1.r b x r b x
   ≤ <     

 

                                       (3. 24.) 

Die Ungleichung (3. 24.) garan�ert die eindeu�ge Lösbarkeit der Gleichung (MNK ii) für 2ν = , 

wodurch das Element 
(2)

x


wohl definiert ist. 

Es wird nun gezeigt, dass 

 
(2) (1)~ ~

*x x x≤ ≤  

gilt: 

 
(1) (1) (2) (1)

(2) ( ) '( )( )yx b x b x x x= + −
   

 

                   
(0) (0) (1) (0) (1) (2) (1)

( ) '( )( ) '( )( )yb x b x x x b x x x≤ + − + −
      

 

                   
(1) (0) (2) (1)

'( )( )x b x x x= + −
   

, 

d.h. 

 
(1) (2) (1)

'( ) 0E b x x x
  

− − ≤  
  

  

 

und wegen 
1(1)

'( ) 0E b x
−

 
− ≥ 

 



 

 
(2) (1)

.x x≤
 

 

Es gilt ferner: 

 * ( *)yx b x≤  

                
(1) (1) (1)

( ) '( )( * )yb x b x x x≤ + −
  
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(1) (1) (2) (1) (1) (2)

( ) '( )( ) '( )( * )yb x b x x x b x x x≤ + − + −
     

 

                
(2) (1) (2)

'( )( * )x b x x x= + −
  

, 

d.h. 

 
(1) (1)

'( ) * 0E b x x x
  

− − ≤  
  

 

, 

 
(2)

* .x x≤


 

Es lässt sich analog zeigen, dass 

(3) (2) (1)

*x x x x≤ ≤ ≤
  

 

und  nach Induk�on 

 
( 1) ( ) (1)

* ... .x x x x
ν ν+

≤ ≤ ≤
  

 

Offensichtlich hat man dann 

 
( )

lim *.x x
ν

ν→∞
=



 

Sei nun 

 0 :  ''( ) ,  ( *,  ] .M b x M x x x+ > ≤ ∈               (3. 26.) 

Dann gilt: 

    
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( ) ( ) '( )( ) '( )( )y yx x b x b x b x x x b x x x
ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν+ − − − +

− = − − − + −
         

, 

 

         
1( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

'( ) ( ) ( ) 'y yx x E b x b x b x b x x x
ν ν ν ν ν ν ν ν−+ − − −      

− = − − − −      
      

       

,      (3. 27.) 

        
1 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)

'( ) ,
2
Mx x E b x x x

ν ν ν ν ν−+ − 
− ≤ − − 

 

    

               (  (3. 25.-3. 27.) ) 

        
( ) (1)~ ~

'( *) '( ) '( )E b x E b x E b x
ν

− ≤ − ≤ −                                                             (  3. 25. ) 

         ( )
1 1(1) ( )~ ~ 1'( ) '( ) '( *)E b x E b x E b x

ν− −
−   

− ≤ − ≤ −   
   
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         ( )
1 1(1) ( )~ ~ 1

0'( ) max '( ) ; '( *)E b x c E b x E b x
ν− −

−
     − ≤ − −    

     
                     (3. 29.) 

 

Dabei ist 0c  eine Konstante. Hieraus und unter Berücksich�gung von (3. 28.) folgt, dass es eine 

Konstante 0c > exis�ert, für die (3. 22.) gilt. 

 

B. 3. 21. 

Im Folgenden wird zur Lösung des Problems (P. 2. 4.) [vgl. D. 2. 4.] ein spezielles Verfahren entwickelt: 

Sei 

 : ,  1,..., ,j j
j

j

w z
r j n

z
−

= =                                                                    (3. 30.) 

wobei ,  1,...,jz j n= , eine ganze Zahl „nahe“ an ,  1,..., ,jw j n= ist. Es gilt nun nach dem erweiterten 

Binomiallehrsatz 

 ( )1 ijij ij
qq q

j j jw w r= +  

        21 ... ,    , 1,..., .
2

ijq ij
j ij j j

q
z q r r i j n

  
= + + + =  

  
                       (3. 31.) 

Die Entwicklung (3. 31.) ist konvergent, falls 

 1,    1,..., ,jr j n< =  

d.h. 

 

1

     , 1,..., ,
1

j j

j

j j

j

w z
z

j n
z w

z

−
<

 = − <

                                                    (3. 32.) 

gilt. 

Hieraus resul�ert für ,  1,..., ,jw j n= die Einschließung 

0 2 ,  1,..., .j jw z j n< < =                                                                                               (3. 33.) 

Aus (3. 33.) folgt, dass die Nichtkenntnis von ,  1,..., ,jz j n=  keine ernstha�e Einschränkung des 

Verfahrens darstellt. Diese sollte jedoch eher zu groß als zu  klein gewählt werden. Subs�tuiert man 
(3. 31.) in (P. 2. 4.) und vernachlässigt die Glieder des mehr als zweiten Grades, so erhält man: 
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       0 2
0

1

1 1
2

j
n

q ij
j ij j ij j j i

jj

q
w b z q r r y

x =

   
= + + +       

∑ , 1,..., .i n=         (3. 34.) 

bzw. 

        ( ) 0 0 0 2 0 0

1 1 1
1

2
ij ij ij

n n n
q q qij

j i i ij j ij j ij j j i i i ij j
j j j

q
z r x b z q r b z r y z x b z

= = =

  
+ − − = − −  

   
∑ ∑ ∑ .  1,...,i n= ,   (3. 35.) 

Mit 

 ( ): ,  , 1,..., ,ijP p i j n= =  

0

0

: 0

0

,   für  

     
   ,   für  

ij

ij

q ij
j ij j

j
ij

q ij
ij j

j

b
z q z i j

x
p

b
q z i j

x

=


− ⋅ =



 − ⋅ ≠


`  

( ): ,  , 1,..., ,ijS s i j n= =  

0

0:
2

ijq ijij
ij j

j

bq
s z

x
 

= − ⋅ 
 

, 

( ): ,    1,...,it t i n= = , 

0 0

1
: ij

n
q

i i i i ij j
j

t y z x b z
=

 
= − − 

 
∑ , 

0
1

0
2

0´̀

0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 . 0 0 0

:
0 0 0 . 0 0
0 0 0 0 . 0
0 0 0 0 0 n

x
x

X

x

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

, 

 ( ): ,  1,..., ,jr r j n= =  

( )2*: ,  1,..., ,jr r j n= =  

lässt sich (3. 35.) folgendermaßen darstellen: 

 
0 0´̀ ´̀

* .P X r s X r t+ =                                                                                (3. 36.) 

Sei nun 

 ( ) ( 1) ( 1): ,    .r r r Nν ν ν ν− −= + ∆ ∈                           (3. 37.) 
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Dann gilt wegen * 2 ,  1,..., ,j jr r j n= =  

*( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 ,    1,..., ;  .j j j jr r r r j n Nν ν ν ν ν− − − −≈ + ∆ = ∈           (3. 38.) 

Zur Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems (3. 36.) wird nun folgendes Itera�ons-verfahren 
vorgeschlagen: 

 ( )
0 0 ( 1) ( 1)´̀ ´̀ ~ ~

( 1) ( 1) ,P X r r s X r r t
ν ν

ν ν
− −

− −  
+ ∆ + + ∆ = 

 
                        (SNV) 

mit 

 
10´̀

(0) :r P X t
−

 
= ⋅ 
 

,                (3. 39.) 

 ( )2( 1) ( 1): ,    1,..., ;  ,r r j n Nν ν ν− −= = ∈               

(3. 40.) 

 ( )( 1) ( 1) ( 1): 2 ,  1,..., ;  .j jr r r j n Nν ν ν ν− − −∆ = ∆ = ∈  

 

B. 3. 21. 

Es lässt sich leicht zeigen, dass das Verfahren (SNV) mit dem Newtonschen Verfahren  [vgl. S. 3. 17.] 

 ( )( ) ( )( 1) ( ) ( 1) ( 1) ,    ,J r r r f r Nν ν ν ν ν− − −− = − ∈  

zur Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems ( ) 0f r = iden�sch ist, wobei 

 

 ( ) ( 1) ( 1) ,    ,r r r Nν ν ν ν− −− = ∆ ∈  

die Matrix 

 
0 0´̀ ´̀

( 1)2 ,    ,P X S X R Nν ν−+ ∈  

mit 

 

( 1)
1

( 1)
2

0´̀

( 1)

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 . 0 0 0

: ,    
0 0 0 . 0 0
0 0 0 0 . 0
0 0 0 0 0 n

r
r

R N

r

ν

ν

ν

ν

−

−

−

 
 
 
 

= ∈ 
 
 
  
 

, 

die Jacobische Matrix ( )( 1) ,  ,J r Nν ν− ∈  und 
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 ( )
0 0´̀ ´̀

( 1) ( 1) ( 1) ,    ,t P X r S X r f r Nν ν ν ν− − −− − = − ∈  

sind. Daher lassen sich die Eigenscha�en des Newtonschen Verfahrens, einschließlich dessen 
Konvergenz, auf das Verfahren (SNV) übertragen. 

 

B. 3. 32. 

Es sei bemerkt, dass bereits im Kapitel II das Newtonsche Verfahren zur Lösung des Problems (P. 2. 1’.) 
mit den Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 22.) – (B. 24) dargelegt und begründet wurde [vgl. S. 2. 23.]. 
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IV 

 
Minimaleigenschaft des Input-Output-Modells 

 

 

B. 4. 1. 

In den Kapiteln II – III [vgl. S. 2. 3., B. 2. 7., S. 3. 12., B. 3. 14] wurde gezeigt, dass sie Verfahren VSA I – 
VSA II im gewissen Sinne die „beste Lösung“ des Problems (P. 2. 1’) liefern, da die Endnachfrage y  
mit der geringsten Gesamtproduk�on x realisiert wird. 

In diesem Kapitel wird diese so genannte „Minimaleigenscha�“ als selbstständige Theorie behandelt. 
Es wird dabei im Wesentlichen das Herangehen von P. Bod [vgl. Bod, Pétér: Nemlineáris ágazatközi 
kapcsolatok matema�kai vizsgálata In: Szigma, 1975 (8), Nr. 4. S. 251 – 261] gewählt. 

Hierzu werden einige Ergebnisse der indifferenten Op�mierung verwendet. 

Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunk�on 

:  n nb R R+ +→ die Bedingungen (B. 2.), (B. 7.), (B. 8.), (B. 15.) und (B. 16.) erfüllt. 

Außerdem werden einige weitere Existenz- und Eindeu�gkeitsaussagen angeführt, die mit der 
„Minimaleigenscha�“ zusammenhängen. 

 

D. 4. 1.  

[Vgl. Rheinboldt, Werner C. : On M-Func�ons and their Applica�on to Nonlinear Gauß-Seidel 
Itera�ons and to Network Flows. 

Bericht der Gesellscha� für Mathema�k und Datenverarbeitung, Bonn, Nr. 23, Birlinghaven 1969. 

Auch in: Journal of Mathema�cal Analysis and Applica�ons, 1970, S. 247 – 307] 

Eine Abbildung :  n mF D R R⊂ → heißt isoton (bzw. antiton) auf D , wenn  

1 2 1 2 1 2 1 2, :       ( ) ( )   (bzw. ( ) ( )).x x D x x F x F x F x F x∀ ∈ ≤ ⇒ ≤ ≥          

Die Abbildung F heißt streng isoton (bzw. streng antiton) auf D , wenn 

1 2 1 2 1 2 1 2, :       ( ) ( )   (bzw. ( ) ( )).x x D x x F x F x F x F x∀ ∈ < ⇒ < >  

 

D. 4. 2. 

[[Vgl. Rheinboldt, Werner C. : Ebenda] 

Eine Abbildung :  n mF D R R⊂ → heißt invers isoton auf D , wenn 

 

1 2 1 2 1 2( ) ( ), ,       .F x F x x x D x x≤ ∀ ∈ ⇒ ≤                                                               (4. 1.) 
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Die Abbildung F heißt streng invers auf D , wenn 

1 2 1 2 1 2( ) ( ), ,       .F x F x x x D x x< ∀ ∈ ⇒ <  

 

B. 4. 2. 

Der Begriff „invers isotone Abbildung“ wurde erstmals in 1952 durch Collatz eingeführt [Vgl. Collatz, 
L.: Aufgaben monotoner Art. In: Arch. Math. 3, 1953, 366-376]. Er wird durch folgende Aussage 
gerech�er�gt: 

 

L. 4. 1. 

:  ist invers isoton.  n mF D R R⊂ →  

 ⇔  

1 ist injektiv  : ( )  ist isoton.n mF F F D R R−∧ ⊂ →  

 

Beweis: 

( )⇒ : 

Sei F invers isoton. Dann gilt: 

 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ),  ,   ( ),F x F x x x D x x x x= ∀ ∈ ⇒ ≤ ∧ ≥        (  (4. 1.)) 

also 1 2x x=  und damit ist F injek�v. 

Sei nun 

 1 2 1 1 1 2 1 2, ( ),      : ( ),      : ( ).u u F D x F u x F u− −∈ = =  

Dann gilt 

 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2( ) ( )   ( ) ( ) .F x u u F x F u x x F u− −= ≤ = ⇒ = ≤ =  

( )⇐ : 

Sei F injek�v und 1F − isoton. Dann gilt: 

 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2( ) ( )   ( ) ( ) .u F x F x u x F u F u x− −= ≤ = ⇒ = ≤ =        q. e. d. 

 

D. 4. 3. (Ortega) 

[Vgl. Ortega, J.: Notes on Mnotone Convergence, 1969, unveröffentlichte persönliche No�zen, zi�ert 
in Rheinhold, Werner C.: On M-Func�ons.] 

Eine Abbildung : n nF D R R⊂ → heißt außerhalb der Diagonalen antiton, wenn für alle nx R∈ die 
Funk�onen 
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 1 1:  { | } ,j
ij t R x te D Rϕ ∈ + ∈ →                  (4. 2.) 

 ( ) ( ),    ,  , 1, 2,...,j
ij it f x te i j i j nφ = + ≠ = , 

an�ton sind. 

Die Abbildung F heiß diagonal isoton (bzw. diagonal streng isoton), wenn für all nx R∈ die 
Funk�onen 

 1 1:  { | } ,j
ij t R x te D Rϕ ∈ + ∈ →                 (4. 3.) 

 ( ) ( ),    ,  , 1, 2,...,j
ij it f x te i j i j nφ = + ≠ = , 

isoton (bzw. streng isoton) sind. 

Eine diagonal isotone Abbildung F ist surjektiv diagonal isoton, wenn nD R= ist und für alle nx R∈
alle in (4. 3.) au�retenden Funk�onen iiϕ surjek�v sind. 

 

D. 4. 4. (Tamir) 

[Vgl. Tamir, A.: Minimality and Complementary Proper�es Associated with 
Functions and FunctionsZ M− − . In: Mathema�cal Programming, 1974, S. 7-31]. 

Eine außerhalb der Diagonalen an�tone Abbildung : n nF D R R⊂ →  heißt eine .Z funktion−  

 

D. 4. 5. (Rheinholdt) 

Eine z − Funk�on : n nF D R R⊂ →  ist gleichzeitig eine M − Funktion, wenn sie auch invers isoton 
ist. 

 

B. 4. 3. 

Die M − Funk�onen sind Verallgemeinerungen von M − Matrizen [Vgl. D. 1. 2.]. Dies wird im 
nächsten Satz gezeigt: 

 

S. 4. 1. 

Eine Matrix F ist genau dann eine M − Matrix, wenn die zugehörige lineare Abbildung 
: n nF R R→ eine M − Funk�on ist. 

 

Beweis: 

Die Behauptung folgt trivialerweise aus D. 4. 2. und D. 4. 5. 

 

B. 4. 4. 

In der Arbeit [Reinholdt, Werner C.: On M − Func�ons…, Ebenda] werden weitere Eigenscha�en von 
M − Funk�onen hergeleitet. Unter anderem wird folgende Aussage bewiesen, die die 
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Verallgemeinerung des bekannten Resultats darstellt, dass die Inverse einer M − Matrix streng 
posi�ve Hauptdiagonalelemente besitzt. 

 

S. 4. 2. 

Sei : n nF D R R⊂ → eine M − Funk�on (und damit injek�v). Dann sind F  und 
1 : ( ) n nF F D R R− ⊂ → diagonal streng isoton. Ist : n nF R R→ eine surjek�ve M − Funk�on, dann 

sind F und 1 : ( ) n nF F D R R− ⊂ → surjek�v diagonal isoton. 

 

S. 4. 3. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.) in der Form 

 ( ),  1, 2,..., ,i iy f x i n= =                                          (4. 4.) 

mit 

 
1

( ) ( ).
n

i i ij j
j

f x x b x
=

= −∑                              (4. 5.) 

Die Funk�onen ( ),  1, 2,..., ,if x i n= sind Z − Funk�onen. 

 

Beweis: 

Es gilt: 

 
1

( ) ( ) ( )
n

k
i i ij j ik k

j
j k

f x te x b x b x t
=
≠

+ = − − +∑  

                  
1

( ) ( )
n

i ij j ik k
j
j k

x b x b x
=
≠

≤ − −∑  

                  ( ).ib x=               q. e. d. 

 

B. 4. 5. 

Die FunktionenZ − besitzen interessante Eigenscha�en, auf die Tamir [Vgl. Tamir, A.: Minimality 
and Complementarity… ] hingewiesen hat. Er hat eine zu FunktionenZ − gehörende sog. 
„Komplementäraufgabe“ untersucht und einen Algorithmus zu deren Lösung angegeben. Tamir hat 
gezeigt, dass für den Fall, dass eine Aufgabe zulässige Lösungen hat, auch eine sog. „Minimallösung“ 
exis�ert, welche gleichzei�g auch den Komplementaritätsbedingungen genügt. 

Die Ergebnisse von Tamir verallgemeinern frühere von Cotle und Veinot erzielte Resultate, die sich 
auf die sog. „lineare Komplementäraufgabe“ beziehen. 

{Vgl. Cotle, R. W.; Veinot, A. F. Jr.: Polyhedral Sets Having a Least Element. In: Mathema�cal 
Programming 1971, S. 238-249] 
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Im Folgenden wird gezeigt, dass die erwähnten Eigenscha�en der FunktionenZ − aus einem im 
Jahre 1964 von Wintgen und von der interna�onalen Fachliteratur nicht genügend beachteten Satz 
folgen. 

[Vgl. Wintgen, G.: Indifferente Op�mierungsprobleme. In: Mathema�k und Kyberne�k in der 
Ökonomie, Interna�onale Tagung – Berlin, Oktober 1964, Konferenzprotokolle, Teil II, Akademie-
Verlag, Berlin, 1965. S. 3-6. und Wintgen, G.: Indifferente Op�mierungsprobleme, In: Opera�ons 
Research Verfahren VI, Herausgegeben von Rudolf Henn, Hans Paul Künzi, Horst Schubert, I. 
Oberwolfach-Tagung über Opera�ons Research, 18-24 August 1968, Verlag Anton Hain, Meisenheim, 
S. 233-236] 

Der Satz von Wintgen bezieht sich auf den von ihm eingeführten Begriff der „Indifferenz“. 

 

D. 4. 6. 

Mit (OP. 4. 1.) möge folgendes Op�mierungsproblem bezeichnet sein:  

 
(min)

Gesucht ist ein  mit:

     ( ) : max{ ( ) | }

     ( ) : { ( ) | }.

n

n

x R

z x z x x M

z x S z x R R

 ∈
 = ∈


∈ = →





                                   (OP. 4. 1.) 

 

D. 4. 7.  

Das Problem (OP. 4. 1.) ist in Bezug auf die Klasse der Zielfunk�onen S indifferent, wenn 

 0 0 :  ( ) ( ),  ( ) .x L Z x Z x x M z x S
≤

∃ ∈ ≥ ∀ ∈ ∧∀ ∈  

 

D. 4. 8. 

Mit (OP. 4. 2.) möge folgendes Op�mierungsproblem bezeichnet sein:     

 

~

~

(min)

1

Gesucht ist ein  mit:

     ( ) : max{ ( ) | }

     ( ) ' : { ( ) | ( ) ( ),  0,  1, 2,..., }.

n

k

i i i
i

x R

z x z x x M

z x S z x z x c z x c i k
=


 ∈

 = ∈

 ∈ = = ≥ =

∑

                 (OP. 4. 2.) 

 

D. 4. 9. 

Seien : ( ) ,  : ( )n n
i ix x R y y R= ∈ = ∈ . Wir definieren: 

 ( ): max( ; )i ix y x y∪ =  

 ( ): min( ; ) .i ix y x y∩ =  
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B. 4. 6. 

Die in D. 4. 9. eingeführten Opera�onen∪ und ∩ sind kommuta�v und assozia�v und es gelten, 
wovon man sich leicht überzeugen kann, die Verschmelzungsgesetze: 

 ( )x x y x∩ ∪ =                                           (4. 6.) 

 ( )x x y x∪ ∩ =                                           (4. 7.) 

Damit bildet jede Menge von Vektoren, die zu zwei Vektoren x und y die „Vereinigung“ x y∪  und 
den „Durchschnit“ x y∩ enthält, einen Verband, in dem durch 

       x y x x y∪ = ⇔ ≥                              (4. 8.) 

eine Halbordnung definiert ist, die mit der üblichen Halbordnung von Vektoren übereins�mmt. 

[Vgl. z.B. Hermes, H. : Einführung in die Verbandstheorie, Berlin 1955] 

In [Worobjow, N. N. : Extremale Matrizenalgebra (russisch), Doklady Akademii Nauk SSSR (1963) 1, S. 

24 – 27] werden die Opera�onen ∪ und ∩ unter Benutzung der Symbole 
_
m und m

−
 eingeführt. 

 

D. 4. 10 

Gegeben sei eine Menge M und ein Verband V sowie eine Funk�on 

 :v M V→ . 

M  heißt in Bezug auf v nach oben abgeschlossen, wenn es zu je zwei Elementen ,r s M∈ in der 
Menge M ein Element t  gibt, so dass 

 ( ) ( ) ( )v r v s v t∪ =  

gilt. M  heißt in Bezug auf v nach unten abgeschlossen, wenn es zu je zwei Elementen ,r s M∈ in 
der Menge M ein Element t  gibt, so dass 

 ( ) ( ) ( )v r v s v t∩ =  

gilt. 

 

S. 4. 4. (Wintgen) 

Gegebene sei das Op�mierungsproblem (OP. 4. 2.). Die Zielfunk�onen ( ),  1, 2,..., ,iz x i k=  mögen auf

M ein endliches Maximum (Minimum) annehmen. 

Das Op�mierungsproblem (OP. 4. 2.) ist in Bezug auf die Klasse der Zielfunk�onen 'S  indifferent, 
wenn die Menge M in Bezug auf die Funk�on 

 ( ) : ( ( )) k
iz x z x R= ∈  

nach oben (unten) abgeschlossen, d.h. 

 ,   ( ) ( ) ( )x y M z x z y Z M∀ ∈ ⇒ ∪ ∈  
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 ( ,   ( ) ( ) ( )x y M z x z y Z M∀ ∈ ⇒ ∩ ∈ ) 

Dabei ist ( )Z M das Bild von M in .kR  

 

Beweis: (für das Minimierungsproblem) 

Wegen der Annahme des Satzes exis�ert ein 
~

ix  mit 

 
~

( ) max( ( )),    ,  1, 2,..., .
i

i iz z z x x M i k= ∀ ∈ =  

Sei nun 

 
~ ~ ~

11
( ) : ( ( ),..., ( )) ( ).

i i ik
T

ki
Z x z x z x Z M

=
∪ = ∈  

Wegen der Abgeschlossenheit nach oben von M exis�ert ein
0
x M∈ mit 

 
0

1( ) (max ( ),...,max ( )) ,    .T
kZ x z x z x x M= ∀ ∈  

Daraus ergibt sich 

 
0

( ) ( ),    .Z x Z x x M≥ ∀ ∈  

Es sei ( ) 'z x S∈ beliebig. Dann gilt: 

 
0 0

1
( ) ( )

k

i i
i

z x c z x
=

=∑  

         
0

1
( )

k

i i
i

c z x
=

≥∑  

                    ( ),    .z x x M= ∀ ∈                 q. e. d. 

 

B. 4. 7. 

Es ist bemerkenswert, dass Wintgen [Wintgen, G.: Die Berechnung der vollen Aufwendungen bei 
Lagerbeständen. In: Wissenscha�liche Zeitschri� der Humboldt-Universität zu Berlin, Gesellscha�s- 
und Sprachwissenscha�liche Reihe XIII (1964) 5, S. 659 – 664] zunächst anhand des Spezialfalls eines 
sta�schen Verflechtungsmodells auf das Problem der indifferenten Op�mierung hinwies. Er hat 
gezeigt, dass die Lösung x des Problems 

 x Ax y s= + −                                                                          (P. 4. 1.) 

 :ns R+∈  Vektor des Lagerbestands 

eine Lösung des linearen Op�mierungsproblems 

 { }min | ( ) ,  0Tc x E A x y s x− ≥ − ≥                                          (OP. 4. 3.) 
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ist, wobei nc R+∈  beliebig gewählt werden kann. Wintgen ging zwar in [Wintgen, G.: Die Berechnung 

der vollen Aufwendungen bei Lagerbeständen. In: Wissenscha�liche Zeitschri� der Humboldt-
Universität zu Berlin, Gesellscha�s- und Sprachwissenscha�liche Reihe XIII (1964) 5, S. 659 – 664] von 

der Annahme aus, dass 0A ≥  und 
1

1
n

ij
j

a
=

<∑  für mindestens ein 1,2,...i n=  gilt, hat aber bereits in 

[Wintgen, G.: Indifferente Op�mierungsprobleme. In: Mathema�k und Kyberne�k…] darauf 
hingewiesen, dass die genannte Eigenscha� auch unter der schwächeren Voraussetzung 0A ≥  und 

iia vorliegt. Dies ist eine Folge des nachstehenden allgemeinen Satzes:   

 

S. 4. 5. 

Enthält im linearen Op�mierungsproblem 

 min{ | ,  0}Tc x Bx b x≥ ≥                                       (OP. 4. 4.) 

mit ( , ) ,  m n mB b R∈  die Matrix B in jeder Zeile ein nichtnega�ves Element, während alle übrigen 
Elemente der Zeile nichtposi�v sind, so ist dieses Op�mierungsproblem indifferent in Bezug auf die 
Menge aller linearen Zielfunk�onen mit nichtnega�ven Koeffizienten, falls es überhaupt lösbar ist. 

 

Beweis: 

Die n Zielfunk�onen ( ) iz x x= nehmen wegen 0,  1, 2,...ix i n≥ = , ein Minimum aus 

 :{ | ,  0}M x Bx b x≥ ≥  

an. Es ist also nur zu zeigen, dass für zwei zulässige Programme ,x y M∈  

 :u x y M= ∩ ∈  

gilt: 

Das Ungleichungssystem ,  0Bx b x≥ ≥  besteht aus endlich vielen Ungleichungen, die alle auf die 
Form 

 ,      ,  0,i i j j i i j
i j

b x b x b b b
≠

≥ + ≥∑  

gebracht werden können. 

Gilt gleichzei�g 

 ,   i i j j i
i j

b y b y b
≠

≥ +∑  

so bleiben die Ungleichungen bestehen, wenn man zuerst auf den rechten Seiten die jx  bzw. jy  

durch : min( , )j j ju x y= ersetzt. Sodann kann man auch auf den linken Seiten ix  bzw. iy  durch iu
ersetzen und von zwei entstehenden iden�schen Ungleichungen nur eine aufführen. So erhält man 
gerade das Ungleichungssystem  

 ,    0.Bu b u≥ ≥              q. e. d. 
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S. 4. 5. (Bód) 

Das lineare Op�mierungsproblem 

 { }min | , 0Tc x Ax b x= ≥                                             (OP. 4. 5.) 

ist indifferent in Bezug auf alle linearen Zielfunk�onen mit nichtnega�ven Koeffizienten dann und- 
falls Entartung ausgeschlossen werden kann- nur dann, wenn die Matrix A eine zulässige Basis 0B
besitzt, in der sämtliche Spalten von A , die nicht zu B gehören, nicht posi�ve Koordinaten enthalten. 

 

Beweis: 

[Vgl. Bód, P.: Bemerkungen zu einem Satz von G. Wintgen (ungarisch), MTA III, Osztály Közleményei 16 
(1966)]. 

 

D. 4. 11. (Maximalelement bzw. Minimalelement) 

~
x heißt ein Maximalelement (bzw. ein Minimalelement) der Menge nH R⊂ , wenn 

 
~ ~

  ,    x H x x x H∈ ∧ ≥ ∀ ∈  

(bzw.  
~ ~

  ,    x H x x x H∈ ∧ ≤ ∀ ∈ ) 

gilt. 

 

B. 4. 8. 

Ist das Problem (OP. 4. 2.) indifferent, so ist 
´̀

( )Z x ein Maximalelement (ein Minimalelement) von 
( ).Z M  

 

D. 4. 12. (Komplementarität) 

Gegeben seien die Abbildungen 

 : n nf R R+ +→  

und nb R∈ . Mit (P. 4. 2.) möge folgendes Komplementaritätsproblem bezeichnet sein: 

Gesucht ist ein Vektor ,  der folgenden Bedingungen genügt:
) ( ) 0,    0
) ( ( ) ) 0T

x
i f x b x
ii x f x b


 + ≥ ≥
 + =

                        (P. 4. 2.) 

Ein Vektor x heißt zulässig, wenn er i) erfüllt. Eine zulässige Lösung ist komplementär, falls sie auch der 
Bedingung ii) genügt. 
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L. 4. 2. 

Sei 

 { }: | ( ) 0,  0 ,M x f x b x= + ≥ ≥ ≠ ∅  

 1,M >  : ,nf R R+ →   .nb R∈  

Ist f eine FunktionZ − , dann ist die Menge M in Bezug auf die Opera�on ∩ abgeschlossen, d.h.  

 ,   .x y M x y M∈ ⇒ ∩ ∈  

 

Beweis:  

 ,   ( ) 0  ( ) 0,    1, 2,..., .i i i ix y M f x b f y b i n∈ ⇒ + ≥ ∧ + ≥ =  

Sei nun :iz x y= ∩ .Wegen 0x ≥ hat man: 

 0 0.y z≥ ⇒ ≥  

Wir setzen :i iz x=  und definieren eine Punk�olge 

 (0) (1) (2) ( ): ,  , ,..., :nz v v v v x= =  

mit 

 ( ) ( 1) ( ):k k k
kv v t e−= +  

und  

 
0 für

:
für

k k
k

k k k k

z x
t

x y x y
=

=  − =
 

Es gilt wegen D. 4. 3. – D. 4. 4. für alle 1,2,...,i n= : 

 ( ) ( 1) ( )( ) ( )k k k
i i kf v f v t e−= +  

             ( 1)( ),k
if v −≤  

( ) ( ),i if x f z≤  

( ) 0  ( ) 0,i i i if x b f z b+ ≥ ⇒ + ≥  

( ) 0,f z b+ ≥  

d.h. .z M∈                     q. e. d. 

 

L. 4. 3. 

Gegeben sei die in L. 4. 2. definierte Menge M ≠ ∅ . Ist f eine steige Z -Funk�on, dann besitzt M
ein Minimalelement. 
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Beweis:  

Betrachtet sei folgende Familie von nichtlinearen Op�mierungsproblemen: 

{ }

_

_

1

Gesucht ist ein  mit

( ) min ( )
: | ( ) 0,  0

( ) '' : ( ) | ( ) ( ) ( ),  0,  1, 2,..., }

( ) :

n

n

i i i
i

i i

x R

z x z x
x M x f x b x

z x S z x z x c x z x c i n

z x x
=

 ∈


=
 ∈ = + ≥ ≥
   ∈ = = ≥ = 
  
 =

∑

       (OP. 4. 6.) 

Die Funk�onen ( ),  1, 2,... ,iz x i n=  stellen also eine iden�sche Abbildung dar: 

 ( ) .Z x Ex=  

Wegen L. 4. 2. gilt nun 

 , ( ) ( ) ( ) .x y M Z x Z y x y y Z M M∈ ⇒ ∩ = ∩ ∈ ∈ =  

Aus der Ste�gkeit von f folgt, dass M abgeschlossen ist. Im Falle, dass M auch beschränkt ist, 
nimmt jede der Funk�onen ( )iz x ihr endliches Minimum in M an. Somit sind die Voraussetzungen 

des Satzes S. 4. 4. erfüllt. Es gibt also ein
´̀
x M∈ , in dem alle nichtnega�ven linearen Funk�onen ihr 

Minimum annehmen, d.h.
´̀
x ist ein Minimalelement von M . Dies folgt nun zum einen aus den im 

Zusammenhang mit S. 4. 4. gemachten Bemerkungen, wonach 
´̀

( )Z x ein Minimalelement der Menge

( )Z M ist und da jetzt ( )Z M M= ist, ist auch
´̀ ´̀

( )Z x x= . 

Andererseits folgt aus der Tatsache 

  für T T nx y x x c y c R+≤ ⇔ ≤ ∀ ∈ , 

dass jeder Punkt einer Menge, in dem jede beliebige nichtnega�ve lineare Funk�on ein Minimum 
annimmt, ein Minimalelement dieser Menge ist und umgekehrt. 

Falls M nun nicht beschränkt ist, betrachten wir ein beliebiges
~
x M∈ . 

Wegen M ≠ ∅ ist die Existenz von
~
x gesichert, und wir können die oben angeführten Gedankengänge 

auf die Menge 

 { }~
' : | ,  M x x M x x M= ∈ ≤ ⊂  

anwenden. 

Offensichtlich ist 'M ≠ ∅ und in Bezug auf die Opera�on ∩  abgeschlossen und beschränkt. Ein 
Minimalelement von 'M ist gleichzei�g ein Minimalelement von .M         q. e. d. 
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L. 4. 4. 

Ist
´̀
x  ein Minimalelement der Menge M und f eine ste�ge Z − Funk�on, dann ist 

´̀
x  eine 

Komplementärlösung. 

 

Beweis: 

Nehmen wir an, dass
´̀
x  die Komplementaritätsbedingung nicht erfüllt. Dann 

 
´̀ ´̀

:  ( ( ) ) 0i ii x f x b∃ + >  

oder 

 
´̀ ´̀

0  ( ) 0.i ix f x b> ∧ + >  

Für ein beliebig kleines 0δ > ist 

 
~ ´̀

: 0.ix x eδ= − ≥  

Es gilt nun: 

 
´̀

( ) (( ) )i i
ji jF t f x e teδ= − +    

´̀
( ).i

jf x eδ≤ −  

Für :t δ=  hat man: 

 
´̀

( ) ( )ji jF f xδ =  

                      
´̀

( )i
jf x eδ≤ −    

~
( ),jf x=  

´̀ ~
( ) 0      ( ) 0,    1, 2,..., ;  .j j j jf x b f x b j n j i+ ≥ ⇒ + ≥ = ≠  

Falls notwendig kann δ noch verallgemeinert werden, und es gilt 

 
~ ´̀

( ) ( ) 0.i
i i if x b f x eδ+ = − ≥  

Damit haben wir gleichzei�g
~
x M∈ und 

~ ´̀

i ix x< , was der Annahme widerspricht, dass
´̀
x ein 

Minimalelement der Menge M ist.                 q. e. d. 

 

S. 4. 5. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.)in der Form (4. 4.), wobei die Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→  die 

Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 15.) und (B. 16.) erfüllt. Ferner möge folgende Voraussetzung gelten: 

  ein :  ( ) 0.nx R f x+ +
+∃ ∈ >  
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Der zugehörige Endnachfragevektor sei mit 
´̀

0y >  bezeichnet. 

Sei 

 { }´̀

´̀
: | ( ) 0 .

y
M x f x y= − ≥ ≠ ∅  

Dann gilt: 

A. 
´̀

ny R+∀ ∈ \
´̀ ´̀ ´̀

{0} :  ( )nx R f x y+∃ ∈ =  

B. Die Lösung 
´̀
x ist ein Minimalelement von ´̀

y
M . 

 

Beweis (von A und B zusammen): 

Da ( )f x gemäß S. 4. 3. eine Z − Funk�on ist, hat ´̀
y

M laut L. 4. 3. ein Minimalelement; sei dies mit 
´̀
x

bezeichnet. Wir müssen noch zeigen, dass
´̀
x  eine Lösung des Problems (P. 2. 1’.) ist: 

Laut L. 4. 4. ist
´̀
x eine Komplementärlösung, d. h.

´̀ ´̀ ´̀
( ( ) ) 0.

T

x f x y− = Wir zeigen, dass
´̀

0
T

x >  ist: 

Nehmen wir umgekehrt an, dass 
´̀

0 für mindestens ein 
T

x i= gilt. Dann würde die die Menge ´̀
y

M  

bes�mmende Bedingung lauten 

 
´̀ ´̀

1
( ) 0.

n

i jij i
j

x b x x
=

− − <∑  

Somit wäre 
´̀
x  nicht zulässig. Daher gilt

´̀
0

T

x >  und folglich 

 
´̀ ´̀

( ) 0.f x y− =                    q. e. d. 

 

B. 4. 9. 

Die „Minimaleigenscha�“ des Problems (P. 2. 1’.) unter den Bedingungen (B. 3.), (B. 7.), (B. 15.) und 
(B. 16.) garan�ert, dass die geforderte Endnachfrage y mit der (Komponentenweise) geringsten 
Gesamtproduk�on x realisiert wird. Eine solche Produk�on ist auch kostenminimal, falls eine 
monoton wachsende Kostenfunk�on als Güterkriterium gewählt wird. Hierzu können die 
Primärressourcenfunk�onen dienen [Vgl. Kapitel VI] Es ist aber auch denkbar, von einer „Funk�on der 
gesellscha�lichen Produk�onskosten“ auszugehen. Zum Beispiel schlägt Bód [Vgl. Bód, Pater: 
Nemlineáres…] folgende Funk�on vor: 

 :  n nR Rϕ + +→  

mit folgenden Eigenscha�en: 

 1:    (0) 0E ϕ =  
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2 :    ( ) 0   für 0E x xϕ > >  

1 2 1 2 1 23 :    , :   ( ) ( ).nE x x R x x x xϕ ϕ+∀ ∈ ≤ ⇒ ≤  

 

S. 4. 6. 

Ist 
´̀
x  das Minimalelement von ´̀

y
M und sind in 

´̀
x  sämtliche Regularitätsvoraussetzungen  erfüllt, 

dann gilt 

´̀
( ) .M

df x M
dx

∈  

 

Beweis: 

Da
´̀
x das Minimalelement von ´̀

y
M ist, stellt es eine Minimallösung folgender nichtlinearer 

Op�mierungsprobleme dar: 

 { }´̀
| ( ) 0,  ,    1, 2,..., .n

iMin x y f x x R i n+− ≤ ∈ =                      (OP. 4. 7.) 

In S. 4. 5. wurde gezeigt, dass
´̀

0x > ist. Da sämtliche Regularitätsvoraussetzungen erfüllt sind, gelten 
die notwendigen Kuhn-Tucker-Op�malitätsbedingungen. Unter anderem gilt die Bedingung, dass der 

Gradient der Zielfunk�on in
´̀
x  eine nichtposi�ve Linearkombina�on der Gradienten der ak�ven 

Nebenbedingungen ist. In 
´̀
x  sind aber sämtliche Nebenbedingungen des Problems (OP. 4. 7.) ak�v. 

Daher gilt: 

 
´̀ ´̀ ´̀

( ))i
ie grad y f x u = − − ⋅ 

 
 

´̀ ´̀
( ) ,    1, 2,..., .igradf x u i n= ⋅ =  

Mit 

 

´̀

1

´̀

´̀

.
0.

.

n

u

U

u

 
 
 
 

= ≥ 
 
 
 
 

 

erhält man 

 
´̀

( ) 0,dfE x
dx

= ≥  
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1´̀

( ) 0.dfU x
dx

−
 = ≥ 
 

             q. e. d. 

 

S. 4. 7. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1’.), wobei die Aufwandsfunk�on : n nb R R+ +→  die Bedingungen (B. 

3.), (B. 7.), (B. 8.), (B. 15.), (B. 16.) und (B. 18.) erfüllt. 

Dann ist das Problem (P. 2. 1.) eindeu�g global lösbar. 

 

Beweis: 

Aus der Konkavitätsvoraussetzung (B. 18.) für b folgt die Konvexität von ( ).f x  

Nehmen wir im Gegensatz zur Behauptung an, dass 
´̀
x  und

~
x , 

´̀ ~
x x≠  Lösungen des Problems (P. 2. 1’.) 

für ein festes 
´̀
y sind: 

 
´̀ ´̀ ~ ´̀

( )       ( ) ,f y y f x y= ∧ =                                                                      (4. 10.) 

wobei 
´̀
x die Minimallösung dieses Problems darstellt: 

 
´̀ ~

.x x≤                    (4. 11.) 

Es gilt wegen der Konvexität von ( ) :f x  

 
´̀ ~ ´̀ ~ ´̀

( ) ( ) ( )df x x x f x f x
dx

  − ≤ −    
 

                                       0,=                                                     ( (4.10.))  

                                    
~ ´̀

,x x≤                                                      ( ( .4.6.))S  

                                     
~ ´̀

.x x=  

 

B. 4. 10. 

In S. 4. 7. lässt sich die Konvexitätsvoraussetzung für ( )f x dadurch schwächen, dass man statdessen 

fordert: ( )f x ist in 
´̀

nx R+∈ lokal quasikonvex. 
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V 

 
Primärressourcen im nichtlinearen 

 Input-Output-Modell 
 

 

D. 5. 1. 

Als Primärressourcen (exogene Faktoren, Randinputs) werden Wertbestandteile außer den 
Lieferungen innerhalb der produk�ven Sphäre bezeichnet. 

(Diese sind z.B. Arbeitskrä�e, Importe, Gewinn, Steuer usw.) 

Sei 

 ,  1, 2,..., :jl j n=  die benö�gten Arbeitskrä�e im Sektor ,j  

 ,  1, 2,..., :jr j n=  die Abschreibung im Sektor ,j  

 ,  1, 2,..., :jm j n=  die Importe des Sektors ,j  

 ,  1, 2,..., :jq j n=  die Gewinne, Steuer usw. des Sektors .j  

 

B. 5. 1. 

Zur Vereinfachung der Darstellung und Meidung von Wiederholungen sei zunächst von einer einzigen 

Primärressourcen
~

,  1, 2,...,jb j n= , ausgegangen. Sei also 

 
~

,    1, 2,...,j j j j jb l r m q j n= + + + = .                                (5. 1.) 

Später werden einige Besonderheiten der einzelnen Bestandteile von 
~

,  1, 2,...,jb j n= , untersucht. 

 

D. 5. 2.  

Allgemein sei  

~
:  m nb R R+ +→                      (5. 2.) 

als Primärressourcenfunktion (Funktion des exogenen Faktors, Randinputfunktion) bezeichnet, wobei 
unter Berücksich�gung von (B. 5. 1.) zunächst 1m =  vorausgesetzt wird. 

 

B. 5. 2. 

Im Allgemeinen ist
~

,  1, 2,...,jb j n= , von der Gesamtproduk�on aller Sektoren der Volkswirtscha� 
abhängig, d. h. 
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~ ~

( )j jb b x=                     (5. 3.) 

      
~

( ) ,    1, 2,...,j jb x x j n
+

≡ ⋅ = . 

Zwei wich�ge Spezialfälle der Primärressourcenfunk�on (5. 3.) sind: 

 
~ ~

( )j jb b x=  

                 
~

( ) ,    1, 2,...,j j jb x x j n
+

≡ ⋅ =                           (5. 4.) 

und 

 
~ ~

,   1, 2,...,j j jb b x j n
+

= ⋅ = .                                         (5. 5.) 

 

B. 4. 3. 

Aus (4. 3.) geht hervor, dass die vom Sektor 1,2,...,j n= benö�gte Menge an die Primärressource der 
Gesamtproduk�on dieses Sektors propor�onal ist. 

Die Größe  

 

~
~

: ,    1, 2,..., ,j
j

j

bb j n
x

+

= =                                         (5. 6.) 

wird als Koeffizient des direkten Ressourcenaufwands bezeichnet. 

Es gilt im Allgemeinen 

 
~ ~
b x b
+

⋅ ≤  

mit 

 
~ ~

: ( ),    1, 2,...,jb b j n
+ +

= = ,            (5. 7.) 

und  

 
~

1 :b R+∈  die benö�gte Menge an die Primärressource für alle Sektoren der 

                          Volkswirtscha�. 

 

B. 5. 4. 

Analog den Koeffizienten des vollen Aufwands lassen sich auch für die Primärressourcen Koeffizienten 

des vollen Ressourcenaufwands 

~
~

,  1, 2,..., ,jb j n=  nach folgender Formel ermiteln: 

 

~
~ ~ ~

,    1, 2,..., ,j j jb b b j n
+ ++

= + =                         (5. 8.) 
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mit 

 
~

,  1, 2,..., :jb j n
+

=    der Koeffizient des direkten Ressourcenaufwands für Sektor ,j  

 
~

,  1, 2,..., :jb j n
++

=    der Koeffizient des indirekten Ressourcenaufwands für Sektor .j  

 

B. 5. 5. 

Entsprechend den Formeln (5. 3.) – (5. 5.) lassen sich 
~

,  1, 2,..., ,jb j n
++

=  folgendermaßen ermiteln: 

 
_ _~

1
( *) ( *)

m

j j i ij
i

b b x b a x
+

=

= + ⋅∑                                                                                                  (5. 9.) 

                
_~

1

( *)
( *)

*

m
ij

j i
i j

b x
b x b

x

+

=

= +∑ ,   1,2,...,j n= ; 

 
_ _~

1
( *) ( *)

m

j j ij ij j
i

b b x b a x
+

=

= + ⋅∑                                                                                     (5. 10.) 

                
_~

1

( *)
( *)

*

m
ij j

j ij
i j

b x
b x b

x

+

=

= +∑ ,   1,2,...,j n= ; 

 
_ _~

1

m

j j i ij
i

b b b a
+

=

= + ⋅∑                                                                                                            (5. 11.) 

                
_~

1 *

m
ij

j i
i j

b
b b

x

+

=

= +∑ ,   1,2,...,j n= . 

Hier ist *: ( *) n
jx x R+= ∈  eine Lösung des Gleichungssystems 

 ( )x A x x y= +  

    ( )b x y= + . 

 

B. 5. 6. 

Für die Spezialfälle 

 1
1

( ) : ( ( ),..., ( ))
n

T
j j nj j

j
b x b x b xα α

=

= ∑  

bzw. 

 1
1

( ) : ( ( ),..., ( ))
n

T
j j j nj j j

j
b x b x b xα α

=

= ∑  

lassen sich (5. 9.) bzw. (5. 10.) folgendermaßen umschreiben: 
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_ _~

*
1

( *)
( *) ,    1, 2,..., ,

n
ij j

j j i
i j

b x
b b x b j n

x
α+

=

= + ⋅ =∑                                                           (5. 12.) 

 
*_ _~

*
*

1

( )
( ) ,    1, 2,..., .

n
ij j j

j j ij
i j

b x
b b x b j n

x
α+

=

= + ⋅ =∑                                                            (5. 13.) 

 

B. 5. 7. 

Im Falle linearer Aufwandsfunk�onen gilt 

 ( ) ( ) ,    1, 2,..., ,j j j j jb x b x c x j n= = =  

d. h. 

 
*

* *

( *) ( )
,    , 1, 2,..., .ij j ij j j

ij j ij
j j

b x b x
c a i j n

x x
α α

α= = = =  

 

B. 5. 8. 

Das Gleichungssystem (5. 9.) lässt sich in der Matrizenschreibweise wie folgt darstellen: 

 
_ _~

( *) ( *) .Tb b x A x b
+

= +                                                                                                    (5. 14.) 

Hier sind: 

 
_ _

: ( ) n
jb b R+= ∈ , 

 
~ ~

( *) : ( ) n
jb x b R

+ +

+= ∈ , 

 ( *) : ( ( *)),    , 1, 2,..., .ijA x a x i j n= =  

 

B. 5. 9 

Aus (4. 14.) lässt sich 
_
b  wie folgt direkt berechnen: 

 
_ ~

1( ( *)) ( *).Tb E A x b x
+

−= −                                                                            (5. 15.) 

Es wird jedoch empfohlen, zur Lösung des linearen Gleichungssystems das Verfahren der sukzessiven 
Approxima�on [vgl. Kapitel III] anzuwenden: 

 
(0)_ ~

( *)b b x
+

=                                                                                                            (5. 16.) 

 
( ) ( 1)_ _ ~

( *) ( *).Tb A x b b x
ν ν − +

= +                                                                                     (5. 17.) 

 



106 
 

S. 5. 1. 

Die durch (5. 16.) – (5. 17.) erzeugte Folge 
( )_

{ },  N {0}b
ν

ν ∈ ∪ ist monoton wachsend. 

Beweis (Induktion): 

Es gilt: 

 
(1) (0) (0)_ _ _

( *)Tb A x b b= +                                           ( (5.16. 5.17.)− ) 

       
(0)_

b≥                                   (
(0)_

( *) 0,  0TA x b≥ ≥ ) 

                  0≥ . 

Es gelte die Induk�onshypothese 

 
( ) ( 1)_ _

b b
ν ν −

≥  

                  0.≥  

Es gilt dann: 

 
( 1) ( ) ( ) ( 1)_ _ _ _

( *) ( *)T Tb b A x b A x b
ν ν ν ν+ −

− = −  

                             
( ) ( 1)_ _

( *)( )TA x b b
ν ν −

= −  

                             0≥ , 

   
( 1) ( )_ _

b b
ν ν+

≥  

                    0≥ .            q. e. d. 

 

S. 5. 2. 

Die Folge (5. 16.)-(5. 17.) konvergiert gegen die eindeu�ge Lösung des Gleichungssystems (5. 14.). 

 

Beweis: 

Die Behauptung folgt aus Satz S. 2. . unter Berücksich�gung der Tatsache, dass folgendes gilt: 

 1
1

|| ( *) || : max | ( *) |
n

ijj i
A x a x

=

= ∑                                                                                   (5. 18.) 

                          
1

max | ( *) |
n

jii j
a x

=

= ∑  

              || ( *) ||TA x ∞=   

              1< .          q. e. d. 
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B. 5. 10. 

S. 5. 2. lässt sich auch direkt beweisen: 

(4. 18. garan�ert die Existenz von 1( ( *))TE A x −− und damit die eindeu�ge Lösbarkeit von 

(4. 14.). 

Es gilt ferner 

 
(1) (0) (0)_ _ _

( *) ,Tb A x b b= +  

 
(2) (1) (0)_ _ _

( *) ,Tb A x b b= +  . 

 . 

 
( ) ( 1) (0)_ _ _

( *) ,Tb A x b b
ν ν −

= +  

also 

 
( ) (0) (0)_ _ _

2 1( ( *) ( ) ( *) ... ( ) ( *)) ( ) ( *)T T T Tb E A x A x A x b A x b
ν

ν ν−= + + + + +   .                (5. 19.) 

 

Man erhält ferner 

 lim( ) ( *) 0TA xν

ν→∞
=                                               (5. 18.) ) 

und 

 2 1 1

0
lim( ( *) ( ) ( *) ... ( ) ( *)) ( ) ( *) ( ( *)) .T T T T TE A x A x A x A x E A xν ν

ν ν

∞
− −

→∞
=

+ + + + = = −∑  

geht man in (5. 19.) zum Grenzwert über, so ergibt sich 

 
( )_ _ ~

1lim ( ( *)) ( *).Tb b E A x b x
ν

ν

+
−

→∞
= = −                (5. 20.) 

Damit ist die Konvergenz der Folge (5. 16.) – (5. 17.) bewiesen. 

Aus (4. 20.) folgt nun: 

 
_ ~

1( ( *)) ( *)TE A x b b x
+

−− =  

 
_ _ ~

( *) ( *),Tb A x b b x
+

= +  

d. h. der Grenzwert 
_
b löst das System (4. 14.). Da ( ( *))TE A x− regulär ist, ist diese Lösung eindeu�g.

                   q. e. d. 
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B. 5. 11. 

Die Folge (5. 17.) konvergiert auch für jede beliebige Anfangslösung
(0)_

b (also nicht nur für 
(0)_ ~

: ( *)b b x
+

= ) gegen die eindeu�ge Lösung von (5. 14.) [Vgl. dazu den Beweis von S. 5. 2.] 

 

S. 5. 3. 

Für die Folge (4. 16.) – (4. 17.) gilt die Fehlerabschätzung 

 
( ) 1_ _ ~| ( *) |||| ||  || ( *) ||,

1 || ( *) ||

T

T

A xb b b x
A x

ν ν ++

− ≤ ⋅
−

                                    (5. 21.) 

 

Beweis: 

Seien
( 1)_

b
ν −

und 
( )_

,  1,b
ν

ν ≥ zwei nacheinander folgende Näherungslösungen des Gleichungssystems 
(4. 14.). Es gilt für 1:µ ≥  

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( 2) ( 1) ( ) ( 1)_ _ _ _ _ _ _ _

|| ||  || || || || ... || ||b b b b b b b b
ν µ ν ν µ ν ν ν ν µ ν µ+ + + + + + −

− ≤ − + − + + − , 

         
( 1) ( ) ( ) ( 1)_ _ _ _

 ( *)( ,Tb b A x b b
ϑ ϑ ϑ ϑ+ −

− ≤ −  

         
( 1) ( ) ( ) ( 1)_ _ _ _

|| ||   || ( ) || || ||Tb b A x b b
ϑ ϑ ϑ ϑ+ −

− ≤ + −  

                       
( 1) ( )_ _

 || ( ) || || |TA x b b
ν ν

ϑ ν
+

−≤ + − ,  [ [1,  .ν ϑ∈   

         
( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )_ _ _ _ _ _ _ _

1|| ||  || || || ( ) || || || ... || ( ) || || ||T Tb b b b A x b b A x b b
ν µ ν ν ν ν ν ν ν

µ
+ + + +

−− ≤ − + ⋅ − + + ⋅ −  

                       
( 1) ( )_ _1 || || .

1 || ( *) ||T b b
A x

ν ν+

≤ ⋅ −
−

                                                             (5. 23.) 

Geht man zum Grenzwert über, so erhält man für µ →∞         

          

( 1) ( )_ _
( )_ _ || |||| ||  ,    1,

1 || ( *) ||T

b bb b
A x

ν ν
ν

ν

+

⋅ −
− ≤ ≥

−
 

oder 

          
( ) ( 1) ( )_ _ _ _|| ( *) |||| ||  || || .

1 || ( *) ||

T

T

A xb b b b
A x

ν ν ν+

− ≤ ⋅ −
−

                                                  (5. 24.) 

Es gilt ferner           
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( ) (1) (0)_ _ _ _|| ( *) |||| ||  || || .

1 || ( *) ||

T

T

A xb b b b
A x

ν ν

− ≤ ⋅ −
−

  

Für 
(0)_ ~

: ( *)b b x
+

= hat man: 

 
(1)~ ~ ~

( *) ( *) ( *),Tb A x b x b x
+ +

= +  

 
(1) (0)_ ~ ~

|| ||   || ( *) ( *) ||Tb b A x b x
+

− =  

                      
~

 || ( *) || || ( *) ||TA x b x
+

≤ ⋅  

und 

 
1_ ~

( ) || ( *) |||| ||  || ( *) || .
1 || ( *) ||

T

T

A xb b b x
A x

ν
ν

++

− ≤ ⋅
−

         q. e. d. 

 

B. 5. 12. 

Für 1|| ( *) ||  
2

TA x ≤  gilt wegen (5. 24.) 

 
( ) ( ) ( 1)_ _ _ _

|| ||   || || .b b b b
ν ν ν −

− ≤ −  

In diesem Fall hat man für 

 
( ) ( 1)_ _

|| ||  b b
ν ν

ε
−

− <  

die Abschätzung 

 
( )_ _

|| ||  b b
ν

ε− < .                                                                                      (5. 25.) 

Für den Fall, dass 

 
( ) ( 1)_ _ 1|| ||  ,qb b

q

ν ν

ε
− −

− ≤  

 : || ( *) ||  1Tq A x= < , 

gilt hat man die Abschätzung 

 
( )_ _

|| ||  b b
ν

ε− <                                     (5. 26.) 

also 

 
( )_ _

|| ||  ,   1, 2,..., .i ib b i n
ν

ε− < =  
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Es wird dabei natürlich vorausgesetzt, dass die Näherungen 
( )_

,  0,1,... ,b
λ

λ ν=  genau, also ohne 
Rundungsfehler, berechnet worden sind. 

 

B. 5. 13. 

Mul�pliziert man die Gleichung (5. 15.) von links mit Ty , so ergibt sich 

 
_ ~

T Ty b x b
+

=                                                                                                      (5. 27.) 

bzw. 

 
_ ~

1 1
i

n n

ii i
i i

y b x b
+

= =

=∑ ∑ .                            (5. 28.) 

Hieraus folgt eine ökonomische Interpreta�on des Koeffizienten 
_

ib  des teni − Ressourcenaufwands: 
Er gibt den Ressourcenaufwand pro Einheit der Endnachfrage an. 

 

B. 5. 14. 

Zur Lösung des Gleichungssystems (5. 14.) kann man das Gauß-Seidel-Verfahren 

[vgl. S. 3. 14.] anwenden, das gewöhnlich schneller konvergiert als das Verfahren (5. 16.) – 

(5. 17.) [vgl. B. 5. 16]: 

 
(0) (0)_ ~

: ( *),  1, 2,..., ,i ib b x i n= =                                          (5. 29.) 

 
( ) ( ) ( 1)1_ _ _ ~

1
: ( *) ( *) ( *),  1, 2,..., ;  .

i n
T T

i j j iij ij
j j i

b a x b a x b b x i n N
ν ν ν

ν
− +−

= =

= + + = ∈∑ ∑                      (5. 30.) 

 

S. 5. 4. 

Die durch (5. 29.) – (5. 30) erzeugte Folge 
_

{ },  {0},b Nν ∈ ∪ ist monoton wachsend. 

 

Beweis (Induk�on): 

Induk�onsanfang: 

 
(1) (1) (0)1_ _ _ ~

1
: ( *) ( *) ( *)

i n
T T

i j j iij ij
j j i

b a x b a x b b x
+−

= =

= + +∑ ∑  

        
~

( *)ib x
+

≥  

        
(0)_

.ib=  
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Mit der Induk�onshypothese  

 ( ) ( 1)x xν ν −≥  

folgt durch eine zweite Induk�on über :i  

( 1) :i =  

 
( 1) ( )_ _ _

1 1
1

( *) ( *)
n

T
jij

j
b b x a x b

ν ν+ +

=

= +∑  

                    
( 1)_ _

1
1

( *) ( *)
n

T
jij

j
b x a x b

ν+ −

=

≥ +∑  

                    
( )_

1b
ν

= . 

( 1) :i i⇒ +  

 
( 1) ( 1) ( )_ _ _ _

1 1
1 1

( *) ( *) ( *)
i n

T T
i i j jij ij

j j i
b b x a x b a x b

ν ν ν+ + +

+ +

= = +

= + +∑ ∑  

                    
( ) ( 1)_ _ _

1
1 1

( *) ( *) ( *)
i n

T T
i j jij ij

j j i
b x a x b a x b

ν ν+ −

+

= = +

≥ + +∑ ∑  

                    
( )_

1ib
ν

+= . 

Daraus folgt 

 
( 1) ( )_ _

,  1, 2,..., ,i ib b i n
ν ν+

≥ =  

oder 

 
( 1) ( )_ _

.b b
ν ν+

≥                    q. e. d. 

 

S. 5. 5. 

Das Verfahren (5. 29.) – (5. 30.) konvergiert gegen die einzige Lösung des Gleichungssystems (5. 14.). 

 

Beweis: 

Es gilt: 

 
( )_ _ ~

1
( *) ( *)

n
T

i j iij
j

b a x b b x
ν +

=

= +∑  

           
( ) ( ) ( 1)1_ _ _ ~

1
( *) ( *) ( *),     1, 2,..., ,

i n
T T

i j j iij ij
j j i

b a x b a x b b x i n
ν ν ν − +−

= =

= + + =∑ ∑  
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( ) ( ) ( 1)1_ _ _ _ _ _

1
( *)( ) ( *)( )

i n
T T

i i j j j jij ij
j j i

b b a x b b a x b b
ν ν ν −−

= =

− = − + −∑ ∑  

 
( ) ( ) ( 1)1_ _ _ _ _ _

1
( *) ( *) ,    1, 2,..., .

i n
T T

i i j j j jij ij
j j i

b b a x b b a x b b i n
ν ν ν −−

= =

− ≤ − + − =∑ ∑  

Wegen (5. 18.) und 

 
( ) ( )_ _ _ _

|| ||  max | |,i i
i

b b b b
ν ν

∞− ≤ −  

oder 

 
( ) ( )_ _ _ _

|| ||  || || ,    1, 2,..., ,j jb b b b j n
ν ν

∞− ≤ − =  

erhält man 

 
( ) ( ) ( 1)_ _ _ _ _ _

| |  || || || ||i i i ib b p b b q b b
ν ν ν −

∞ ∞− ≤ − + −                                                                (5. 31.) 

mit 

 
1

1
: ( *) ,           : ( *) ,      1, 2,..., .

i n
T T

i ij i ij
j j i

p a x q a x i n
−

= =

= = =∑ ∑  

Sei nun 

 
( ) ( )_ _ _ _

| |: max | |s s i i
i

b b b b
ν ν

− = −  

                           
( )_ _

|| || .b b
ν

∞= −  

Setzt man in (5. 30.) :i s= , so erhält man 

 
( ) ( ) ( 1)_ _ _ _ _ _

|| || || || || ||s sb b p b b q b b
ν ν ν −

∞ ∞ ∞− ≤ − + − , 

d. h. 

( ) ( 1)_ _ _ _
|| || || || .

1
s

s

qb b b b
p

ν ν −

∞ ∞− ≤ −
−

 

Daher hat man 

 
( ) ( 1)_ _ _ _

|| || || ||b b b b
ν ν

ρ
−

∞ ∞− ≤ −                                                                                          (5. 32.) 

mit 

 : min
1

i

i
i

q
p

σ =
−

.                                       (5. 33.) 
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Wir zeigen nun, dass 

 ( *) 1TA xσ
∞

≤ <  

gilt: 

 
1

( *)
n

T
i i ij

j
p q a x

=

+ =∑                         

                       ( *)TA x
∞

≤  

                      1,<  

 ( *) ,T
i iq A x p

∞
≤ −  

 
( *)

1 1

T
ii

i i

A x pq
p p

∞
−

≤
− −

 

           
( *) ( *)

1

T T
i

i

A x p A x

p
∞ ∞
−

≤
−

 

           ( *) .TA x
∞

=  

Damit gilt ( *) 1TA xσ
∞

≤ <  und 

 
( ) (0)_ _ _ _

|| || || || ,b b b b
ν

νσ∞ ∞− ≤ −  

also 

 
( )_ _

lim .b b
ν

ν→∞
=                    q. e. d. 

 

B. 5. 15. 

Vergleicht man die Ungleichung 

 
( ) ( 1)_ _ _ _

|| ||  || ( *) || || ||Tb b A x b b
ν ν −

∞ ∞ ∞− ≤ ⋅ −  

für das Verfahren (5.16.) – (5. 17.) mit der Ungleichung 

 
( ) ( 1)_ _ _ _

|| ||   || ||b b b b
ν ν

σ
−

− ≤ ⋅ −  

für das Verfahren (5. 29.) – (5. 30.), so folgt wegen || ( *) ||TA xσ ∞≤ , dass das zweite Verfahren 

gewöhnlich schneller konvergiert. 

B. 5. 16. 
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Wegen (5. 33.) ist es zweckmäßig, bei der Anwendung des Verfahrens (5. 29.) – (5. 30.) das 
Gleichungssystem (5. 14.) so umzuschreiben, dass  

 1
1

: | 8 *) |
n

T
ij

j
q a x

=

=∑  

minimal ist. 

 

S. 5. 6. 

Für das Verfahren (5. 29.) – (5. 30.) gilt die Fehlerabschätzung 

 
( ) ( ) ( 1)_ _ _ _

|| || || ||
1

b b b b
ν ν νσ

σ

−

∞ ∞− ≤ ⋅ −
−

                                                                                  (5. 34.) 

mit 

 1

1

| ( *) |
: max

1 | ( *) |

n
T
ij

j i
ii T

ij
j

a x

a x
σ =

−

=

=
−

∑

∑
                (5. 35.) 

      || ( *) ||TA x ∞≤ . 

 

Beweis: 

Seien 
( )_

b
ν

und 
( 1)_

b
ν +

zwei nacheinander folgende Näherungslösungen des Verfahrens (5. 29.) – (5. 
30.). Analog den Überlegungen beim Beweis der Beziehung (5. 2.) lässt sich zeigen, dass 

 
( 1) ( ) ( ) ( 1)_ _ _ _

|| ||   || ||b b b b
ν ν ν ν

σ
+ −

∞ ∞− ≤ ⋅ −  

gilt. Hieraus folgt: 

 
( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( )_ _ _ _ _ _ _ _

|| ||   || || || ||  +...+ || ||b b b b b b b b
ν µ ν ν µ ν µ ν µ ν µ ν ν+ + + − + − + − +

∞ ∞ ∞ ∞− ≤ − + − −  

      
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)_ _ _ _ _ _

1|| ||  + || || .... || || .b b b b b b
ν ν ν ν ν ν

µ µσ σ σ
− − −

−
∞ ∞ ∞≤ − − + + −  

Wegen 

 
( 1)_ _

lim b b
ν

µ

+

→∞
=  

ergibt sich die Behauptung.                  q. e. d. 

 

B. 5. 17. 
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Aus (5. 34.) folgt speziell 

 
( ) (1) (0)_ _ _ _

|| ||   || ||
1

b b b b
ν νσ

σ∞ ∞− ≤ ⋅ −
−

,                          (5. 36.) 

d. h. 

 
( ) (1) (0)_ _ _ _

| |   max | |,      1, 2,..., .
1

i i j j
j

b b b b j n
ν νσ

σ
− ≤ − =

−
                                    (5. 36’.) 

 

B. 3. 18. 

Im Folgenden werden einige Beispiele für die Anwendung von Koeffizienten des direkten und vollen 
Ressourcenaufwands angeführt: 

 

A. Koeffizienten des direkten Ressourcenaufwands: 
Diese lassen sich u. a. zur Berechnung folgender Größen verwenden: 

1) Anteil der verschiedenen im Sektor ,  1, 2,..., ,i i n= eingesetzten Primärressourcen am 
Endprodukt der einzelnen Sektoren: 

~
1 ~

1( ( *))
( ( *)) ,    , 1, 2,..., .

T
j ij i T

j ij i
i

b E A x y
b E A x y i j n

y

+
− +

−−
= − =           (5. 37.) 

2) Anteil der verschiedenen in den einzelnen Sektoren eingesetzten Primärressourcen am 
Endprodukt der Volkswirtscha�: 

~
1

1

1

( ( *))
,      1, 2,..., .

n
T

i ij j
j

n

j
j

b E A x y
i n

y

+
−

=

=

−
=

∑

∑
             (5. 38.) 

3) Anteil der verschiedenen in den einzelnen Sektoren eingesetzten Primärressourcen an 
Bestandteilen des Endprodukts der Volkswirtscha�: 

~
1

1

1

( ( *))
,      1, 2,..., .

n
T

i ij j
j

n

j
j

b E A x c
i n

c

+
−

=

=

−
=

∑

∑
                                                            (5. 39.) 

~
1

1

1

( ( *))
,      1, 2,..., .

n
T

i ij j
j

n

j
j

b E A x u
i n

u

+
−

=

=

−
=

∑

∑
                                                            (5. 40.) 

~
1

1

1

( ( *))
,      1, 2,..., .

n
T

i ij j
j

n

j
j

b E A x v
i n

v

+
−

=

=

−
=

∑

∑
                                                          (5. 41.) 
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Dabei sind: 

  ,  1, 2,..., :jc j n=  die individuelle Konsum�on des Sektors j , 

  ,  1, 2,..., :js j n=  die gesellscha�liche  Konsum�on des Sektors j , 

  ,  1, 2,..., :ju j n=  die Inves��onen des Sektors j , 

  ,  1, 2,..., :jv j n=  der Export des Sektors j . 

4) Einfache Ressourcenquote 
Sie ist der reziproke Ausdruck des direkten Ressourcenaufwands: 

 
*

~~

1 ,      1, 2,..., .j

jj

x
j n

bb
+ = =                                                                            (5. 42.) 

 

B. Koeffizienten des vollen Ressourcenaufwands 
 

Diese lassen sich. u. a. zur Berechnung folgender Größen verwenden: 

1) Der Ressourcenaufwand eines Sektors zur Herstellung dessen Endprodukts: 
_

,    1, 2,...,i ib y i n⋅ =                                                                                            (5. 43.) 

2) Der Ressourcenaufwand aller Sektoren zur Herstellung des Endprodukts der 
Volkswirtscha�: 

_

1
,   

n

i i
i

b y
=

⋅∑                                                                               (5. 44.) 

3) Der Ressourcenaufwand eines Sektors zur Realisierung der einzelnen Bestandteile des 
Endproduktes dieses Sektors: 

_ _ _ _
,           ,           ,           ,    i i i ii i i ib c b s b u b v⋅ ⋅ ⋅ ⋅   1,2,..., .i n=                       (5. 45.) 

4) Der Ressourcenaufwand aller Sektoren zur Realisierung der einzelnen Bestandteile des 
Endproduktes der Volkswirtscha�: 

_ _ _ _

1 1 1 1
,           ,            ,            .   

n n n n

i i i ii i i i
i i i i

b c b s b u b v
= = = =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ∑                          (5. 46.) 

5) Die komplexe Ressourcenquote: 

~
1 .

jb
                             (5. 47.) 
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VI 

 
Einige Elastizitätsaussagen  

 

 

B. 6. 1.  

Im Kapitel III [vgl. B. 3. 2.] haben wir uns bereits mit einer Sensi�vitätsanalyse des sta�schen 
volkswirtscha�lichen Verflechtungsmodells mit kontrahierender Aufwandsfunk�on befasst. 

Wir haben die Frage gestellt und beantwortet, was mit der Lösung des genannten Problems 

geschieht, wenn man von einem Endnachfragevektor y auf einen anderen Endnachfragevektor 
~
y  

übergeht. Damit verbunden wurde die Frage der Stabilität der Lösung disku�ert. Es wurde 
festgestellt, dass wegen der Ste�gkeit von 1f − sich die Lösung bei kleinen Änderungen der 
Endnachfrage ebenfalls wenig ändert [vgl. S. 3. 3.]. 

In diesem Kapitel werden einige Elas�zitätsaussagen zu sta�schen Verflechtungsmodellen mit 
nichtlinearen Aufwandsfunk�onen hergeleitet. 

 

S. 6. 1. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1’.). Ferner möge folgendes gelten: 

1. 

 ( ) ] [:  ,  0    eine ( )  eine ( ),  0,  1nL R x L x L U x L U xα α⊂ ∀ ∈ > ⇒ ⊃ ∧ ⊃ ∀ ∈ . 

2. 

 0:  ,   1, 2,...,n
ib M R i n+ +→ =  

 mit 

 { }0 0: | nM x M x R+ += ∈ ∈ , 

 { }0 : |  ,  0 :  hinreichend großnM x R x δ δ= ∈ < >  

 und  

 1 2 0 2 1 2 1. :    ( ) ( ),  1, 2,...,i ix x M x x b x b x i n+∈ ≥ ⇒ ≥ = . 

3. 

Das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1’.) ist streng lokal (schwach) lösbar [vgl. B. 2. 2.]. 

4. 
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Die Funk�on ( ) : ( )x b x f x− = ist ste�g in einer Umgebung von
~
x  und ist ein lokaler 

Homomorphismus in
~
x . 

5. 

Das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1’.) ist für 
_

ny R+∈  mit 

 

_ ~

_ ~

für ein 1,...,

für ,  1,...,

k k

i i

y y k n

y y i k i n

 > =

 ≤ ≠ =

 

streng lokal lösbar; diese Lösung sei 
_

0x >  genannt mit 

 
_ ~

 für mindestens ein 1,..., .l lx x l n> =  

6. 

 [ ]
_ _ _ _

( ) ( ),   0,  1x b x x b xβ β β− ≤ − ∀ ∈ . 

Dann gilt: 

A. 

 

_ _~ ~

~ ~ ,    1,...,i i k k

i k

x x x x i n
x x

− −
≤ = ; 

B. 

 

_ __ ~ ~~

~ ~ ~
( ( )) ( ( )) ,

( )

k k k kk k k k

k k kk

x b x x b xx x

x x b x

− − −−
≤

−
 

falls noch zusätzlich die Voraussetzung 

7. 

 
~ ~

( ) 0k kkx b x− >  

gilt. 

 

Beweis: 

A.: 

Sei ns R+∈ \{ }0 . Wegen der Voraussetzungen 4. – 5. gibt es ein
_
ε , derart dass für alle 

_
[0,  ]ε ε∈  ein 

~
x Lε ∈  mit der Eigenscha� 
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~ ~ ~ ~

( ) ( )x b x x b x sε ε ε− = − +  

exis�ert, wobei 
~
xε eine ste�ge Funk�on von ε  ist und für alle 

_
[0,  ]ε ε∈  gilt: 

 
~

0,ix >  

 
~ ~

0
lim ,x xε
ε +→

=                                                      (6. 1.) 

 
~ ~

0 min{ / } 1.i i
i

x xε< <  

Nehmen wir an, dass 

 
_ ~ ~ ~

/ /    für ein 1, 2,...,k ik ix x x x i nε ε< =  

ist. Sei ferner  

_~
: { | ( / ) }i iB i x xε εβ= =  

mit 

 
_~

: min{ / }.i i
i

x xεεβ =  

Offensichtlich ist .k B∉  

Aus 

 
_~

x xε εβ≥  

folgt 

 
_ _~ ~

( ) ( ),    i i ii ix b x x b x i B
ε

ε εβ β− ≤ − ∈  

und 

_ _ _~
( ) ( ),    .

i
i ii i ix b x x b x i Bε β β− ≤ − ∈  

Damit gilt 

 
_ _ _~

( ) ( ),    .i ii i ix b x s x b x i Bε− + ≤ − ∈  

Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung 5. 

Daher gilt: 

 
_ _ _~ ~

/ / ,   1, 2,..., ;    ]0,  [k ik ix x x x i nε ε ε ε≥ = ∈  

und 
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_ _~ ~

/ /ii k kx x x x=                                                              (6. 1.))  

B: 

Die Behauptung lässt sich durch eine unmitelbare Anwendung des nachfolgenden Lemmas 
beweisen.                                                                                                                                               q. e. d. 

 

L. 6. 1. 

Sei 

 : ( ) n
ka a R+= ∈ \{0}  

 : ( ) n
kb b R+= ∈ \{0}  

 : ,    , 0k k k ka b a bη = ≠  

 
~

{ , , } na b b M Rη +⊂ ⊂  

 1 1{ , , } ,    , ,   0R Rα β ηβ α β α⊂ ∆ ⊂ ∈ >  

 
~

1( , ) :  ,  f x M Rδ δ→ ∀ ∈∆  

 
   ( , ) ( , )

   
( , ) ( , )
f a f b

f b f b
α η α

α ηβ
η α η ηβ

≥ 
>≥ 

 

 ( , ) ( , )f b f bη β η ηβ≤  

 ( , ),    ( , ).k ka f a b f bα β= =  

Dann gilt: 

.k k

k

b a
a

β α
α

− −
≤  

 

B. 6. 2. 

Die Voraussetzung 4 im S. 6. 1. ist erfüllt, wenn z.B. die Funk�on ( ) : ( )x b x f x− = ste�g und deren 

Jacobische Matrix für 
~
x  regulär ist. 

 

B. 6. 3. 

Die Voraussetzung 5 in S. 6. 1. heißt: 

Erhöht sich die Endnachfrage eines Sektors  (während die der anderen sich nicht ändert), dann ist 
eine Gesamtproduk�on echt möglich, wobei mindestens ein Sektor mehr produziert als vorher. 

 

B. 6. 4. 
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Die Voraussetzung 6 in S. 6. 1. heißt: 

Reduziert man die Gesamtproduk�on aller Sektoren so erhöht sich die Endnachfrage keines der 
Sektoren im Vergleich zu vorher. 

Diese Voraussetzung ist erfüllt, wenn z.B. (B. 9.) erfüllt ist. Denn aus 
_ _

( ) 0ix b x− ≥  und (B. 9.) folgt für

]0,  1[β ∈ , 1λ β=  und 
_

x xβ=  die Voraussetzung 6. Die Bedingung (B. 9.) ist jedoch wesentlich 
stärker als die Voraussetzung 6 in S. 6. 1. 

 

B. 6. 5. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen besagt die Behauptung des Satzes S. 6. 1.: 

A. Die prozentuale Änderung der Gesamtproduk�on keines der Sektoren ist größer als die des 
Sektors, dessen Endnachfrage erhöht würde. 

B. Die prozentuale Änderung der Gesamtproduk�on des Sektors, dessen Endnachfrage erhöht 
wurde, ist nicht größer als die prozentuale Änderung der Endnachfrage des genannten 
Sektors, falls dieser Sektor auch vorher eine Endnachfrage hate. 

 

S. 6. 2. 

Gegeben sei das Problem (P. 2. 1.) (bzw. (P. 2. 1’.) in der Form 

 ( ),    1, 2,..., ,i iy f x i n= =  

(bzw. in der Form ( )y f x= ) 

mit 

 ( ) : ( ),    1, 2,..., ,i i if x x b x i n= − =  

(bzw. ( ) : ( )f x x b x= − ). 

Ferner möge folgendes gelten: 

1. 

 , 0,    x x x v
− = =

> ≥ , 

 ] [*: min ,      0,  1 .i

i
i

v

x
λ α α== ∈  

2. 

 : , ,nP R x x P
− =

⊂ ∈  

 ] [( , 0)  eine ( ) eine ( ), *,  1 .x P x P U x P U xλ λ λ∀ ∈ > ⇒ ⊃ ∧ ⊃ ∀ ∈  

3. 

 : nf P R→ : ste�g: 
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 ( )1 2 1 2 1 2, ,    ( ) ( ).x x P x x f x f x∀ ∈ ≤ ⇒ ≤  

4. 

 , :  ( ) ( ) .ny y R f x y f x y
− = − − = =

+∈ = ∧ =  

5. 

 ,  ,  ;  1, 2,...,   l l i i l lx x x x i l i n x y
− = − = = =

= ≤ ≠ = ⇒ ≤ . 

6. 

 k ky y
= −

> , ,    ;  1, 2,..., .i iy y i k i n
= −

≤ ≠ =  

7. 

 
_ ~

,    für mindestens ein 1,2,..., .l lx x l n< =  

8. 

 ] [
_~

( ) ( ),   *,  1 .f x f xλ λ λ≤ ∀ ∈  

9. ( )f x ist ein lokaler Homomorphismus in
_
x . 

 

Dann gilt: 

A. 

 

_ _~ ~

~ ~ ,      1, 2,..., .i i k k

i k

x x x x i n
x x

− −
≤ =  

B. 

 

_~

~ (1 ).k k

k

x x

x
ϑ−

≤ −  

Falls zusätzlich folgendes gilt: 

10. 

 
~

( ) 0.kf x >  

11. 

 ] [
~ ~

( ) ( ) ( ),    *,  1 ,k kf x t f xλ λ λ λ= ∀ ∈  
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wobei ( )t λ  eine auf ] [*,  1λ definierte, streng monoton fallende Funk�on ist. 

12. 

 ] [
_ ~

( ) ,    *,  1 .k ky t yϑ ϑ λ= ∈  

 

Beweis: 

Sei ns R+∈ \{ }0 . Wegen der Bedingung 9. gibt es ein 
_
ε  derart, dass für alle 

_
]0,  [ε ε∈  ein 

_
x Pε ∈  

mit der Eigenscha� 

 
_ _

( ) ( )f x f x sε ε= −  

exis�ert, wobei 
_
xε eine ste�ge Funk�on von ε ist und für alle 

_
]0,  [ε ε∈  gilt: 

 
_

0,xε >  

 
_ _

0
lim ,x xε
ε +→

=  

 ] [
_ ~

: min{ / };      *,  1 .
i

x xε εε ελ λ λ= ∈  

Nehmen wir an, dass 

 

_ _

~ ~      für ein 1, 2,...,i k

i k

x x i n
x x

ε ε< =  

gilt. Sei ferner 

 
_ ~

: { | / }.i i ii x xε λΛ = =  

Offensichtlich gilt .k∉Λ  

Aus 

 
_ ~
x xε ελ≥  

folgt 

 
_ ~

( ) ( ),    i if x f x iε ελ≥ ∈Λ  

und 

 
~ ~

( ) ( ),    ,i if x f x iελ ≥ ∈Λ  

was der Voraussetzung 6. widerspricht. Damit gilt die Behauptung [Vgl. den Beweis von  
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S. 6. 1. A.]. 

 

B. 

Aus den Voraussetzungen 10. – 12. und 

 
_ ~

/k kx xλ =  

folgt 

 ] [
_ ~

,    *,  1 .k kx xλ λ λ= ∈  

Man erhält ferner 

 ] [
_ ~

,    *,  1 .x xλ λ λ≥ ∈                                                                                 (  S. 6. 1. A.) 

Es gilt also 

] [
_ ~

~ ~

( ) ( )
,    *,  1 .

( ) ( )

k k

k k

f x f x

f x t y

λ
λ λ

λ λ

≥  ∈
= 

 

Damit erhält man: 

 

_

~ ( ),k

k

y t
y

λ≥  ] [*,  1λ λ∈ , 

 

_

~ ( ).k

k

y t
y

ϑ=  

Dies bedeutet, dass 

 λ ϑ≥  

gilt, was sich als Behauptung des Satzes S. 6. 2. (B) schreiben lässt.             q. e. d. 

 

B. 6. 6. 

Satz S. 6. 2. beinhaltet weitere Elas�zitätsaussagen für eine umgeformte Fassung des Problems (P. 2. 
1’.). In dieser Form wird die Endnachfrage als eine Funk�on der Gesamtproduk�on betrachtet. Dabei 
wird u. a. vorausgesetzt: 

- Die Endnachfragefunk�on ist ste�g und monoton wachsend. 

- Das Problem ist für die zwei Endnachfragevektoren 
_~

,  y y  lösbar; die entsprechenden 

Gesamtproduk�onsvektoren seien mit 
_~

,  x x  bezeichnet. 
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- Wird die Gesamtproduk�on der einzelnen Sektoren nicht reduziert, während die 
Gesamtproduk�on eines Sektors gleich bleibt, so nimmt die Endnachfrage dieses Sektors nicht 
ab. 

- Die Endnachfrage von nur einem Sektor wird erhöht, während die der anderen Sektoren nicht 
erhöht wird. 

- Die Gesamtproduk�on von mindestens einem Sektor wird reduziert. 
 

Unter den angegebenen Voraussetzungen besagt S. 6. 2. A: 

Die prozentuale Änderung der Gesamtproduk�on keines der Sektoren ist größer als die des Sektors, 
dessen Endnachfrage erhöht wurde. 

 

B. 6. 7. 

Neben den in S. 6. 2. B. angeführten Abschätzungen für die prozentuale Änderung der 
Gesamtproduk�on der einzelnen Sektoren lassen sich für die Größe 

 

_~

~ ,    1, 2,..., ,i i

i

x x i n
x

−
=  

bzw. 

 

_~

~
k k

k

x x

x

−
 

auch andere Abschätzungen angeben. 

Sei z.B. 0z >  gegeben, wobei 

 
~ ~1 ( ( ) ( ))

1 k kf x f x zϑ
ϑ

− ≥
−

 

gelten möge. Dann gilt unter Berücksich�gung von 

 
_ ~

( )kky f xϑ=  

die Abschätzung 

 

__ ~~

~ ,    1, 2,..., .i i k k

i

y yx x i n
zx

−−
≤ =                             (6. 2.) 
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VII 

 
Optimierung des Input-Output-Modells 

 

 

D. 7. 1.  

Mit (P. 7. 1.) möge folgender Spezialfall von (P. 2. 1.) bezeichnet sein, wobei die Aufwandsfunk�on 
1:  nb R R+ +→  die Bedingungen (B. 3.) und  (B. 4.) erfüllt: 

 
1

( )
n

i ij j i
j

x b x y
=

= +∑   

     
1

( ) ,    1, 2,..., .
n

ij j j i
j

a x x y i n
=

≡ ⋅ + =∑                                          (P. 7. 1.) 

Hier sind die Funk�onen ,  , 1, 2,..., ,ija i j n=  ste�g differenzierbar, und es gilt 

0,  , 1, 2,..., .ija i j n≥ =  

 

B. 7. 1. 

(P. 7. 1.) lässt sich formal in der Gestalt  

 ( )x A x x y= +                     (7. 1.) 

darstellen [vgl. S. 2. 9.], wobei die in der Defini�on D. 7. 1. festgelegten Voraussetzungen vorliegen 
müssen. 

 

D. 7. 2. 

Als Problem (OP. 7. 1.) sei folgende Optimierungsaufgabe bezeichnet: 

 { ( ( ) ) | }TMax z c x A x x x M= − ∈           (OP. 7. 1.) 

 { }~ ~ ~
: | ( ) ,  ,  ( )  0 .n nM x R x A x x y y R b x b b+ += ∈ − ≥ ∈ ≤ >  

Hier sind: 

 : ( ) ,  0 für mindestend ein 1,2,..., ,n
i ic c R c i n= ∈ ≥ =  

 
~
( ) :b x                         die zur Realisierung des Gesamtproduk�onsvektors x  

                                             benö�gte Primärressource, 

 
~

0b > :            die verfügbare Primärressourcenmenge. 
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B. 7. 2. 

Die Primärressourcenfunk�on hat o� die Form: 

 
~

1
( ) : ( )

n

j j
j

b x b x
=

=∑ .                                                                                                       (7. 2.) 

 

B. 7. 3. 

Im Weiteren mögen folgende Voraussetzungen gelten: 

 V1(1)   Die Funk�on ( ( )) : ( )E A x x f x− =  ist für alle nx R+∈ ste�g; 

 V1(2)   Das Problem (P. 7. 1.) (bzw. (7. 1.)) ist eindeu�g global lösbar; 

 V1(3)   Sei 

   1: ( ( ))x E A x y−= −  

die Lösung von (7. 1.). Dann sind die Elemente der Matrix 1( ( ))E A x −−  ste�g für alle
nx R+∈ ; 

 V1(4) 

  1 1 1 2 2 2 1 2 1 2( ) ( ) ,  ,       .nx A x x x A x x x x R x x+− ≥ − ∀ ∈ ⇒ ≥  

 V2 Die Funk�onen [ ]( ( ) ) : ( ),  1, 2,..., ,ii
E A x x f x i n− = = sind für alle nx R+∈ konvex; 

 V3(1) 

~

~

) ( ) 0
 ;

) ( ) ist stetig 

ni b x
x R

ii b x
+

≥  ∀ ∈


 

 V3(2) 
~ ~

1 2 1 2 1 2;        ( ) ( );x x x x b x b x≥ ≠ ⇒ >  

 V3(3) 
~ ~

1 2 1 2( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )b x x b x b xλ λ λ λ+ − ≥ + − , ] [ 1 20,  1 ;   , ;nx x Rλ +∀ ∈ ∀ ∈  

 V3(4) 
~ ~ ~ ~

1 2 1 20 0 :  ( )  für ( || || ).nk const k const b x k x R x k+∀ = > ∃ = > ≥ ∀ ∈ ∧ ≥  

 

S. 7. 1. 

Gegeben sei das Problem (OP. 7. 1.). Dann gilt: 

~ ~
1(( ( )) )       b E A x y b M−− ≤ ⇔ ≠∅ . 

 

Beweis: 

(⇒ ) 
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Diese Implika�on ist offensichtlich. 

(⇐ ) 

Sei 

 
~ ~

1(( ( )) )b E A x y b−− > .                                                                                                      (7. 3.) 

Dann folgt aus nx R+∈  und ( ( )) :E A x x y− ≥  

 1( ( )) ,x E A x y−≥ −  

 
~ ~

1( ) (( ( )) )b x b E A x y−≥ −  

         
~
.b≥                                 (  (V3(2))) 

Dies widerspricht aber der Behauptung
~ ~
( ) .b x b≤ Daher ist die Annahme falsch, und es gilt die 

Behauptung.                                         q. e. d. 

 

S. 7. 2. 

Gegeben sei das Problem (OP. 6. 1.). Dann gilt: 

~ ~
1(( ( )) )        ist kompakt.b E A x y b M−− ≤ ⇒  

 

Beweis: 

Die Beschränktheit von M folgt aus: 

 
~ ~ ~
( )    für || || .b x x→∞ →∞                                  (  (V3(4)))                                         (7. 4.) 

Sei nun 
( )~

{ },  {0},x N
ν

ν ∈ ∪  eine Folge in M mit 
( )~ ~

lim x x
ν

ν→∞
=  in nR+ . Offensichtlich gilt dann

~
.nx R+∈  Wird mindestens eine der Ungleichungen 

 
~ ~

( ( )) ,E A x x y− ≥  

 
~ ~ ~
( )b x b≤  

verletzt, so stellt dies einen Widerspruch zu V1(1) und V3(1) dar. Damit ist M abgeschlossen. 

                                                                                                                                                            q. e. d. 

 

S. 7. 3. 

Gegeben sei das Problem (OP. 6. 1.). Dann gilt: 
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~ ~
1(( ( )) ) * : (( ( *)) * sup (( ( ) )T T

x M
b E A x y b x M c E A x x c E A x x−

∈
− ⇒ ∃ ∈ − = − . 

Beweis: 

Die Behauptung folgt unmitelbar aus S. 7. 1. und S. 7. 2.              q. e. d.  

 

S. 7. 4. 

Gegeben sei das Problem (OP. 6. 1.). dann gilt: 

{ }
~ ~

1 1(( ( )) )       ( ( ))b E A x y b M E A x y− −− = ⇒ = − . 

 

Beweis: 

 
~ ~

1 1(( ( )) ) ,          ( ( )) .b E A x y b x M x E A x y− −− = ∈ ⇒ ≥ −    

ist nun 1( ( ))x E A x y−≠ − , dann folgt wegen V3(2): 

 
~ ~

1( ) (( ( )) )b x b E A x y−> −  

         
~
,b=  

was zum Widerspruch führt.                  q. e. d. 

 

S. 7. 5. 

Gegeben sei das Problem (OP. 7. 1.). Sei 

 
~ ~

1(( ( )) ) .b E A x y b−− <  

dann exis�ert für jedes 1,2,...,i n=  ein eindeu�ges 0iβ > , derart dass 

 
~ ~

1(( ( )) ( ))i
ib E A x y e bβ−− + =  

gilt. Hier ist ,  1, 2,..., ,ie i n= der Einheitsvektor mit der Komponente Eins an der i − ten Stelle. 

 

Beweis: 

Es gilt: 

 
~ ~

1(( ( )) ) 0,b E A x y b−− − <  

 
1 1

1 1

( ( )) ( ) ( ( )) ( )
,  , 0.

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

i i
i i

i ii i
i i

E A x y e E A x y e
E A x y e E A x y e

α β
α β

α β

− −

− −

− + ≥ − +
∀ ≥

− + ≠ − + 
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Die Komponenten 1( ( )) ( )i
iE A x y eβ−− + sind in iβ  ste�g, und es gilt 

 1|| ( ( )) ( ) ||  ,    wenn .i
i iE A x y eβ β−− + →∞ →∞  

Aus V3(2) und ((6. 4.) folgt nun, dass die Funk�on 
~

1(( ( )) ( )),  0,i
i ib E A x y eβ β−− + ≥  eine ste�ge, 

streng monoton wachsende Funk�on in iβ  ist, derart dass  

 
~

1(( ( )) ( )) ,    wenn .i
i ib E A x y eβ β−− + →∞ →∞  

Damit exis�ert ein eindeu�ges iβ , derart dass 

 
~ ~

1(( ( )) ( ))i
ib E A x y e bβ−− + =  

gilt.                     q. e. d. 

 

B. 7. 4. 

Die bisherigen Ergebnisse dieses Kapitels lassen sich folgendermaßen zusammenfassen: 

Ausgehend von einem Spezialfall von (P. 2. 1.), wobei die Aufwandsfunk�on jedes Sektors nur von der 
Gesamtproduk�on dieses Sektors abhängig und dessen Funk�on des direkten spezifischen Aufwands 
ste�g differenzierbar und nichtnega�v ist (bezeichnet als (P. 7. 1)), wird ein nichtlineares sta�sches 
volkswirtscha�liches Op�mierungsmodell des Verflechtungstyps untersucht. Maximiert wird die nach 
den einzelnen Sektoren gewogene Endnachfrage der Volkswirtscha� unter der Bedingung, dass  

1. jeder Sektor mindestens dessen Endnachfrage sichert; 
2. die verfügbare Menge der einzig vorhandenen Primärressource beschränkt ist; 

 

Die Untersuchung erfolgt u. a. unter folgenden Voraussetzungen: 

- Die Endnachfragefunk�on aller Sektoren bezüglich der Gesamtproduk�on ist ste�g, monoton 
wachsend und konvex. 

- Das der Op�mierungsaufgabe (OP. 7. 1.) zugrunde liegende sta�sche volkswirtscha�liche 
Verflechtungsmodell mit nichtlinearen Aufwandsfunk�onen 
(P. 7. 1.) ist eindeu�g global lösbar; die Elemente der entsprechenden Inversen sind bezüglich 
der Gesamtproduk�on ste�g; 

- Die Primärressourcenfunk�on nimmt nur nichtnega�ve Werte an und ist ste�g, streng 
monoton wachsen und konvex. 

 

Unter den angeführten Bedingungen werden dann folgende Aussagen bewiesen: 

1) Das Op�mierungsproblem (OP. 7. 1.) hat genau dann eine zulässige Lösung, wenn bei der 
Realisierung der Lösung von (P. 7. 1.) die Primärressourcenmenge höchstens ausgeschöp� 
wird. 

2) Wenn bei der Realisierung der Lösung von (P. 7. 1.) die Primärressource höchstens 
ausgeschöp� wird, dann hat das Op�mierungsproblem (OP. 7. 1.) Op�mallösungen [Vgl . S. 7. 
2]. 
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3) Wenn bei der Realisierung der Lösung von (P. 7. 1.) die Primärressource voll ausgeschöp� 
wird, dann hat das Op�mierungsproblem (OP. 7. 1.) genau eine zulässige Lösung, die 
gleichzei�g die Op�mallösung dieses Problems darstellt [Vgl. S. 7. 4)]. 

4) Wenn bei der Realisierung der Lösung von (P. 7. 1.) die Primärressource nicht voll 
ausgeschöp� wird, so lässt sich dies auch durch die Erhöhung der Endnachfrage in einem 
einzigen Sektor erreichen. Diese Erhöhung kann jedoch nur auf eine Weise erfolgen [Vgl. S. 7. 
5.]. 

 

B. 7. 5. 

Sei 

 
~ ~

1(( ( )) )b E A x y b−− < , 

 
~ ~

1: { | (( ( )) ( )) }nN R b E A x y bδ δ−
+= ∈ − + ≤ . 

Für jede Lösung *x  des Problems (OP. 6. 1.) gilt 

 ( ( *)) * ,    .nE A x x y Rδ δ +− = + ∈  

Damit *x  eine Lösung des Problems (OP. 6. 1.), wenn ( ( *)) *E A x x y δ− = + gilt und δ eine Lösung 
des Problems 

 { ( ) | }TMax c y Nδ δ+ ∈                                                    (OP. 7. 2.) 

ist. 

 

S. 7. 6. 

Es gilt: 

1. 

 
~ ~

1: { | (( ( )) ( )) } .nT R b E A x y bδ δ−
+= ∈ − + > ≠ ∅  

2. 

 T  ist konvex. 

 

Beweis: 

1.  

Vgl. den Beweis von S. 7. 5. 

 

2. 

Sei 

 1 2, :nu u R+∈  
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~ ~

1 1(( ( )) ( ))b E A x y u b−− + >  

 
~ ~

1 2(( ( )) ( )) .b E A x y u b−− + >  

Ferner sei 

 ] [1 1 2( ( )) ( (1 ) ),    0,  1x E A x y u uλ λ λ−= − + + − ∈ , 

 
1 1 1

1 2
2 2 2

( ( ))
,    , .

( ( ))
nE A x x y u

x x R
E A x x y u +

− = +
∈

− = + 
 

Man erhält: 

     1 2 1 2 1 2 2( ( (1 ) ))( (1 ) ) ( ( )) (1 )( ( ))E A x x x x E A x E A x xλ λ λ λ λ λ− + − + − ≤ − + − −         ((V2)) 

                                                                     1 2(1 )y u uλ λ= + + −  

                                                                     ( ( )) .E A x x= −  

Es gilt also 

 1 2 1 2( ( (1 ) ))( (1 ) ) ( ( ))E A x x x x E A x xλ λ λ λ− + − + − ≤ −  

und daher 

 1 2(1 ) .x x xλ λ≥ + −  

Es gilt ferner 

 
~ ~

1 2( ) ( (1 ) )b x b x xλ λ≥ + −                              ((V3(2)),(V3(3)))         

        
~ ~

1 2( ) (1 ) ( )b x b xλ λ≥ + −  

        
~
,b>  

womit die Konvexität von T nachgewiesen ist.               q. e. d. 

 

S. 7. 7. 

Es gilt 

 
1

{ | 1, 2,..., } | 1 .
n

i n i
i

i i

e i n N R δβ δ
β+

=

 
= ⊂ ⊆ ∈ ≤ 

 
∑  

 

Beweis: 

Die erste Inklusion ist offensichtlich [Vgl. S. 7. 5.]. 

Sei nun 
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 ] [1,  ϑ∈ ∞  

mit 

 
1

:  .
n

n i

i i

R λλ ϑ
β+

=

∈ =∑  

Dann gilt: 

 
1 1

;     0,  1, 2,..., ;      1.
n n

i
i i i i

i i
e i nλ ηϑβ η η

= =

= ≥ = =∑ ∑  

Man erhält ferner 

 { }| 1, 2,...,i
oe i n Tνβ = ⊂ .                                                                   (S. 7. 5.) 

Aus der Konvexität von T  folgt Tλ∈ . Für jedes Nδ ∈ gilt also 

 
1

| 1 .
n

n i

i i

R δδ δ
β+

=

 
∈ ∈ ≤ 
 

∑                  q. e. d. 

 

S. 7. 8. 

Gegeben sei das Problem (OP. 7. 1.). Sei  

 
~ ~

1( ( )) .b E A x b−− <  

Dann stellt 

 1( ( )) ( )j
jx E A x y eβ−= − +  

mit 

 ( ) ( ),    1, 2,..., ,T j T i
j ic y e c y e i nβ β+ ≥ + =  

eine Lösung des Problems (OP. 7. 1.) dar. 

 

Beweis: 

Die Behauptung folgt unmitelbar aus S. 7. 7. unter Berücksich�gung der Tatsache, dass die Menge 

 
~

1
: | 1

n
n i

i i

N R δδ
β+

=

 
= ∈ ≤ 
 

∑  

eine konvexe Polytope ist mit den Exremalpunkten 1 2
1 20,  , ,..., n

ne e eβ β β , und das die konvexe 

Funk�on ( )Tc y + ⋅ ihr Maximum in einem Extremalpunkt von 
~
N annimmt.            q. e. d. 

 

B. 7. 6. 
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In B. 7. 5. haben wir ein Maximierungsproblem (OP. 7. 2.) formuliert, in dessen linearer Zielfunk�on 

eine zusätzlich Endnachfrage nRδ +∈  als Variable vorkommt. Die einzige Beschränkung dieses 

Problems besteht darin, dass bei der Realisierung dieser zusätzlichen Endnachfrage die verfügbare 
Menge an der Primärressource höchstens erschöp� wird. 

Es stellt sich nun u. a. folgender Zusammenhang zwischen den beiden Op�mierungsproblemen (OP. 
7. 1.) und (OP. 7. 2.) heraus: 

*x  ist eine Op�mallösung von (OP. 7. 1.), wenn 

1. die Verflechtungsbedingungen in (OP. 7. 1.) als Gleichung erfüllt werden; 
2. δ eine Op�mallösung des Problems (OP. 7. 2.) ist.  

 

B. 7. 7. 

Betrachtet sei das Problem 

 { }max ( ( ) |Tp E A x x x Z− ∈                                                             (OP. 7. 3.) 

mit 

 { }~ ~ ~
: | ( ( )) ,  ( ) ,  nZ x R E A x x y b x b x x+= ∈ − ≥ ≤ ≤ , 

wobei nun lediglich die Voraussetzung V1  gelten möge. 

Hier sind: 

  
~

: :m nb R R+ +→  ste�g mit der Eigenscha�: 

 
~ ~

1 2 1 2 1 2, ,   ( ) ( ),nx x x x R b x b x+≥ ∈ ⇒ ≥  

 
~ ~

: ( ) ,      : ( ) ,      : ( ) .n n n
ii ip p R b b R x x R+ + += ∈ = ∈ = ∈  

Es lässt sich leicht nachweisen: 

1. 
~ ~ ~

1 1  (( - ( )) )     ( ( )) .Z b E A x y b E A x y x− −≠ ∅ ⇔ ≤ ∧ − ≤  
2. Unter der Voraussetzung, dass 
 

i) Z ≠ ∅ , 
ii) die Funk�onen [ ]( ( )) : ( )ii

E A x x f x− =  sind für alle nx R+∈ konkav. 
(Zum Beispiel, wenn in  

 [ ]
1

( ( )) : ( ),  1, 2,..., ,  
n

i ij ji
j

E A x x x b x i n
=

− = − =∑  

die Funk�onen ( ),  1, 2,..., ,ij jb x j n= für alle 1 ,  1, 2,..., ,jx R j n+∈ =  konvex sind.) 

iii) 
~

( ),  1, 2,..., ,ib x i m= sind für alle nx R+∈ konvex 
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(Zum Beispiel, wenn (für 1m = ) in 
~ ~

1
( ) : ( )

n

j j
j

b x b x
=

=∑ die Funk�onen

~
( ),  1, 2,..., ,j jb x j n=  für alle 1 ,  1, 2,..., ,jx R j n+∈ = konvex sind.), 

       ist Z kompakt und konvex. Damit exis�ert ein Punkt in nR+ , in dem die Zielfunk�on in    

       (OP. 7. 3.) bezüglich der Menge Z ein absolutes Maximum annimmt. Jedes rela�ve  

       Maximum dieses Problems ist dabei ein absolutes Maximum. 

 

B. 7. 8. 

In B. 7. 7. haben wir ein Op�mierungsproblem (OP. 7. 3.) betrachtet, bei dem die nach den einzelnen 
Sektoren gewogene Endnachfrage der Volkswirtscha� in Abhängigkeit von deren Gesamtproduk�on 
maximiert wird. Werden alle Gewichte gleich Eins gewählt, so handelt es sich um die Maximierung 
des Gesamtproduktes. 

Die Beschränkungen des Problems lauten: 

1. Die Gesamtproduk�on muss mindestens die Endnachfrage sichern. 
2. Die Primärressourcen (im Allgemeinen mehrere) werden höchstens ausgeschöp�. 
3. Für die Gesamtproduk�on gilt eine Höchstschranke. 

 

Es sei dabei bemerkt, dass hier von den in B. 7. 3. gemachten Voraussetzungen nur die erste außer 
der Konvexität gelten soll. Außerdem werden die Primärressourcenfunk�onen als ste�g und monoton 
wachsend vorausgesetzt.  

Für das Op�mierungsproblem (OP. 7. 3.) gilt nun folgende Aussage: 

Das Problem (OP. 7. 3.) hat genau dann eine zulässige Lösung, wenn die Primärressourcen höchstens 
ausgeschöp� werden. 

Unter den zusätzlichen Bedingungen, dass 

4. eine zulässige Lösung gefunden werden kann, 
5. die Endnachfragefunk�onen bezüglich der Gesamtproduk�on konkav sind, 
6. die Primärressourcenfunk�onen konvex sind, 

 

kann man beweisen, dass in (OP. 7. 3.) jedes rela�ve Maximum gleichzei�g ein absolutes Maximum 
ist. 
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VIII 
 

Das Input-Output-Modell mit Intervallkoeffizienten 

 
 

D. 8. 1. (Das Leon�ef-Modell mit Intervallkoeffizienten) 
     

11 11 1 1 12 12 2 2 1 1 1 1 1 1

21 21 1 1 22 22 2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , ... , , , ,

, , , , ... , , , ,

n n n n

n n n n

a a x x a a x x a a x x y y x x

a a x x a a x x a a x x y y x x

− + − + − + − + − + − + − + − +

− + − + − + − + − + − + − + − +

               + + + + =               
             + + + + =             
                                                                    ...
                                                                    ...
                                                      

  

1 1 1 1 2 2 2 2

              ...

, , , , ... , , , ,n n n n nn nn n n n n n na a x x a a x x a a x x y y x x− + − + − + − + − + − + − + − +               + + + + =               

 

                                   

B. 8. 1. 
Das obige System lautet in Matrizenschreibweise: 
  

.Ax y x+ =  
mit  
 

     

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

, , ... ,

, , ... ,

...

, , ... ,

n n

n n

n n n n nn nn

a a a a a a

a a a a a a
A

a a a a a a

− + − + − +

− + − + − +

− + − + − +

            
           =  
 
             

,   

1 1

2 2

,

,

,

...

n n

y y

y y

y y

y

− +

− +

− +

    
    
 
 
    

= ,       

1 1

2 2

,

,

,

...

n n

x x

x x

x x

x

− +

− +

− +

    
    
 
 
    

= . 

 
 

B. 8. 1. (Zerlegungsmethode) 
Nach dieser Methode wird das lineare Gleichungssystem in zwei Subsysteme zerlegt. Danach werden 
die Lösungen der beiden Subsysteme miteinander kombiniert. 
 
                  System 1         System 2 
 

11 1 12 2 1 1 1 11 1 12 2 1 1 1... ... +                ... ... +j j n n j j n na x a x a x a x y a x a x a x a x y− − − − − − − − + + + + + + + ++ + + + = + + + + =       

   …                 …  

1 1 2 2 11 1 12 2 1 1 1... ...  +                 ... ... +i i ij j in i j j n na x a x a x a x y a x a x a x a x y− − − − − − − − − + − + − + − ++ + + + = + + + + =  

                             …                 …  
 

1 1 2 2 1 2 2... ...              ... ...    n n nj j nn n n n n n nj j nn n na x a x a x a x y a x a x a x a x y− − − − − − − − − + − + − + − ++ + + + + = + + + + + =  

 
BS. 8. 1. 
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Sei 
 

  
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.2000,0.2010 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.1000,0.1100 0.2700,0.2800 0.2824,0.2900 ,
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.5294,0.6000

A
 
 =  
 
 

      

350
500
550

y
 
 =  
 
 

 

Das obige System kann nun als zwei Subsysteme geschrieben werden: 
 

0.2000 0.2000 0.0882
0.1000 0.2700 0.2824
0.0450 0.1333 0.5294

A−

 
 =  
 
 

,              

0.2010 0.2015 0.0900
0.1100 0.2800 0.2900
0.0500 0.1400 0.6000

A+

 
 =  
 
 

 

 
  0.8000 0.2000 0.0882

0.1000   0.7300 0.2824
0.0450 0.1333   0.4706

E A−

− − 
 − = − − 
 − − 

,  

  0.7990 0.2015 0.0900
0.1100   0.7200 0.2900
0.0500 0.1400   0.4000

E A+

− − 
 − = − − 
 − − 

 

 

1

2

3

  0.8000 0.2000 0.0882 350
0.1000   0.7300 0.2824 500
0.0450 0.1333   0.4706 550

x
x
x

−

−

−

 − −   
    − − ⋅ =    

    − −    

, ( )990.3326 1470.4770 1679.9395 Tx− =  

1

2

3

  0.7990 0.2015 0.0900 350
0.1100   0.7200 0.2900 500
0.0500 0.1400   0.4000 550

x
x
x

+

+

+

 − −   
    − − ⋅ =    

    − −    

, ( )1108.7417 1715.2845 2113.9423 Tx+ =  

 
Die Lösung der obigen Subsysteme ergibt: 
 

[ ]
[ ]
[ ]

1 1

2 2

3 3

, 990.3326,  1108.7417
, 1470.4770,1715.2845

1679.9395,2113.9423,

x x

x x

x x

− +

− +

− +

                      

=  

 
B. 8. 2. (Berechnung mit Intervallmittelwerten) 
Bei dieser Methode ersetzt man die einzelnen Intervalle durch ihre Mite: 
 

:
2

m i i
i

x x
x

− ++
=  

 
BS. 8. 1. (Fortsetzung) 
 

       

0.2005 0.2008 0.0891
0.1050 0.2750 0.2862
0.0475 0.1367 0.5647

A
−

 
 =  
 
 

,    

  0.7995 0.2008 0.0891
0.1050   0.7250 0.2862
0.0475 0.1367   0.4353

E A
−

− − 
 − = − − 
 − − 
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1

2

3

  0.7995 0.2008 0.0891 350
0.1050   0.7250 0.2862 500 ,  
0.0475 0.1367   0.4353 550

x
x
x

− −    
    − − =    
    − −      

( )
_

1043.5233 1580.4377 1873.6807 Tx =  
 
B. 8. 3. (Nach dem Jacobi-Verfahren) 
Mit 

11 11

22 22

0 . . . 0

0 , . . . .

. . . . . .:

. . . . . .

. . . . . 0

0 . . . 0 ,nn nn

a a

a a

D

a a

− +

− +

− +

    
    
 =  
 
 
 
    

,    

 

21 21

1 1 , 1 , 1

0 0 . . . 0

, 0 . . . .

. . . . . .
:

. . . . . .

. . . . . 0

, . . . , 0n n n n n n

a a

U

a a a a

− +

− + − +
− −

 
 
   
 
 =
 
 
 
        

,       

     

12 12 1 1

1, 1,

0 , . . . ,

0 0 . . . .
. . . . . .

:
. . . . . .

. . . . . ,

0 . . . 0 0

n n

n n n n

a a a a

O

a a

− + − +

− +
− −

        
 
 
 =
 
 

   
 
 

. 

lässt sich nun das Gleichungssystem I I IA x b⋅ =  folgendermaßen schreiben:  

           ( )D U O x y− − =     ⇒ ( )IDx U O x y= + + . 

Vorausgesetzt, dass 
1D−
exis�ert, erhält man: 

   ( ){ }1x D U O x y−= + +  
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                     ( )1 1D U O x D y− −= + + . 

Die Itera�onsvorschri� nach dem Jacobi-Algorithmus lautet nun: 

( )( ) 1 ( 1) 1 ,    1, 2,...k kx D U O x D y k− − −= + + =  

 
BS. 8. 1. (Fortsetzung) 
Sei 

  
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.2000,0.2010 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.1000,0.1100 0.2700,0.2800 0.2824,0.2900 ,
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.5294,0.6000

A
 
 =  
 
 

      

350
500
550

y
 
 =  
 
 

 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.2000,0.2010 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
0.0000,0.0000 0.2700,0.2800 0.0000,0.0000
0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 0.5200,0.6000

D
 
 =  
 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 1 0.2700,0.2800 0.0000,   0000
det ( 1) 0.2000,0.2010 det

0.0000,0.0000 0.5200,0.6000
D +  
= − ⋅ ⋅  

 
 

           [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 2 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
( 1) 0.0000,0.0000 det

0.0000,0.0000 0.5200,0.6000
+  

+ − ⋅ ⋅  
 

 

           [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

1 3 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
( 1) 0.0000,0.0000 det

0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
+  

+ − ⋅ ⋅  
 

 

           [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ]
[ ]

0.2700,0.2800 0.0000,   0000 0.1404
det 0.2000,0.2010 det

0.0000,0.0000 0.5200,0.6000 0.1680
D

   
= ⋅ =   

   
. 

[ ] [ ] [ ]det 0.2000,0.2010 0.1404,0.1680 0.0281,0.0338D = ⋅ =  

[ ]11 0.1404,0.1680D = ,  [ ]12 0.0000,0.0000D = ,  [ ]13 0.0000,0.0000D =  

[ ]21 0.0000,0.0000D = , [ ]22 0.1040,0.1206D = ,   [ ]23 0.0000,0.0000D =  

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
0.1000,0.1100 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.0000,0.0000

U
 
 =  
 
 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.0000,00000 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.0000,00000 0.0000,00000 0.2824,0.2900
0.0000,00000 0.0000,00000 0.0000,00000

O
 
 =  
 
 
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[ ]31 0.0000,0.0000D = , [ ]32 0.0000,0.0000D = ,   [ ]33 0.0540,0.0563D =  

 

[ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1

0.1404,0.1680 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
1 0.0000,0.0000 0.1040,0.1206 0.0000,0.0000

0.0281,0.0338
0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 0.0540,0.0563

D−

 
 = = 
 
 

 

 

        
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

4.1538,5.9786 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
0.0000,0.0000 3.0769,4.2918 0.0000,0.0000
0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 1.5976,2.0036

 
 =  
 
 

 

 

 ( )
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
0.1000,0.1100 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.0000,0.0000

U O
 
 + = + 
 
 

          

                     
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.0000,00000 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.0000,00000 0.0000,00000 0.2824,0.2900
0.0000,00000 0.0000,00000 0.0000,00000

 
 
 
 
 

 

                
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.0000,0.0000 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.1000,0.1100 0.0000,0.0000 0.2824,0.2900
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.0000,0.0000

 
 =  
 
 

 

 

( )
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1

0.0000,0.0000 0.8308,1.2047 0.3664,0.5381
0.3077,0.4721 0.0000,0.0000 0.8689,1.2446
0.0719,0.1002 0.2130,0.2805 0.0000,0.0000

D U O−

 
 + =  
 
 

 

 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

( ) ( 1

1 1 1 1

( )

2 2

( )

3 3

, ,0.0000,0.0000 0.8308,1.2047 0.3664,0.5381
, 0.3077,0.4721 0.0000,0.0000 0.8689,1.2446 .

0.0719,0.1002 0.2130,0.2805 0.0000,0.0000,

k k

k

k

x x x x

x x

x x

−− + − +

− +

− +

          
    =    
        

)

( 1)

2 2

( 1)

3 3

,

,

k

k

x x

x x

−− +

−− +

 
 
   +  
 
    

 

                         
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

4.1538,5.9786 0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 350
0.0000,0.0000 3.0769,4.2918 0.0000,0.0000 . 500
0.0000,0.0000 0.0000,0.0000 1.5976,2.0036 550

   
   +   

     

. 
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[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.2000,0.2010 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.1000,0.1100 0.2700,0.2800 0.2824,0.2900 ,
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.5294,0.6000

A
 
 =  
 
 

      

350
500
550

y
 
 =  
 
 

 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

1,0000,1.0000 0.0000.0.0000 0.0000.0.0000
0.0000.0.0000 1,0000,1.0000 0.0000.0.0000
0.0000.0.0000 0.0000.0.0000 1.0000,1.0000

E A
 
 − = − 
 
 

 

           
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

0.2000,0.2010 0.2000,0.2015 0.0882,0.0900
0.1000,0.1100 0.2700,0.2800 0.2824,0.2900
0.0450,0.0500 0.1333,0.1400 0.5294,0.6000

 
 − 
 
 

 

          
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

  0.7990,      0.8000 0.2015,    0.2000 0.0900,   0.0882
0.1100,  0.1000   0.7200,       0.7300 0.2900,   0.2824
0.5000,  0.0450 0.1400,     - 0.1333   0.4000,       0.4706

 − − − −
 = − − − − 
 − − − 

 

Sei 

[ ]
[ ]
[ ]

(0)

1 1

(0)

2 2

(0)

3 3

, 990.3326,  1108.7417
, 1470.4770,1715.2845

1679.9395,2113.9423,

x x

x x

x x

− +

− +

− +

      
       
        

=  

( ) ( ) ( )
( 1) 1 1 12 12 2 2 13 13 3 3 1 1

1 1
11 11

, , , , , ... , ,
,

,

k k k
k n n n ny y a a x x a a x x a a x x

x x
a a

− + − + − + − + − + − + − +
+− +

− +

             − − − −               =    
 

 

( ) ( ) ( )
( 1) 2 2 21 21 1 1 23 23 3 3 2 2

2 2
22 22

, , , , , ... , ,
,

,

k k k
k n n n ny y a a x x a a x x a a x x

x x
a a

− + − + − + − + − + − + − +
+− +

− +

             − − − −               =    
 

… 

… 

( ) ( ) ( )
( 1) 1 1 1 1 2 2 2 2 ( 1) ( 1) 1 1, , , , , ... , ,

,
,

k k k
k n n n n n n n n n n n n

n n
nn nn

y y a a x x a a x x a a x x
x x

a a

− + − + − + − + − + − + − +
+ − − − −− +

− +

             − − − −               =    
 

 

Die Durchführung der Itera�onsschrite manuell aufwendig. Daher müssen wir hier leider darauf 
verzichten. 
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