Tel |
Analysisin der Okonomie

D. 1. 1. (Funktion)
Essai f 1 XxY eine Abbildung. Die Abbildung f heil3 Funktion, falls sie eindeutig ist.

Man schreibt dann auch:
f: X®Y
f(x)=y,

wobel y das (eindeutig bestimmite) Bild des Urbildes x ist.
Im Falle

Xi R, YIR
spricht man von einer reellwertigen Funktion von nreellen Variablen.

D. 1. 2. (Definitionsbereich, Wertebereich):
Essei Al XxY eine Abbildung. Die Menge

D(A) ={xT X |$yl Ymit (x,y)I A

aler Elemente aus X , zu denen ein Bild y bel der Abbildung A existiert, heil3t

Definitionsbereich (bzw. Urbildbereich) der Abbildung A.
Die Menge

W(A) ={yT Y |$xI X mit(x,y)i A
aler Elemente ausY , zu denen ein Urbild x bei der Abbildung A existiert, heift

Wertebereich (bzw. Bildbereich) der Abbildung A.

B.1.1.
Im diesem Teil werden reellwertige Funktionen einer reellen Variablen betrachtet. Dabei
wird fur solche Funktionen folgende Schreibweise gewahit:

f:y=f(x), xI D(f).
BS. 1. 1.
Einige ausgewahlte 6konomische Funktionen:

1. (Nachfragefunktionen)
Es sei

p: Preis eines Gutes [GE/ME]
X: Nachgefragte Menge eines Gutes [ME].
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i) p(x) = g 02x
iy x(p)=236- p.

2. (Angebotsfunktionen)
Essal

p: Preis eines Gutes [ GE/ME]
X: Angebot eines Gutes [ME].

) p(x)= 2/5x+ 4

i) x(p)=-50+8p°
3. (Erlésfunktionen)

) E(x)=x9(x) =xX10- 1.25x)
=10x- 1.25x%°

i) E(p)=pxx(p)=px8- 0.8p)
=8p- 0.8p*

iii) (Eine diskrete Erl6sfunktion)
Eine Firma erzielte in den ersten 6 Monaten elnes Jahres die folgenden wertméf3igen
Erl6se [TE€]:

Monat |1 2 3 4 5 6
Erlos |10 12 14 13 16 12

4. (Produktionsfunktionen)
Es sai

r: Faktorinput [ME]
X: Output (Ertrag) [ME].

i) (Ertragsgesetzliche Produktionsfunktion) :  x(r) =-r®+12r?+60r
ii) (Cobb-Douglas-Produktionsfunktion): x(r)=0.7r%
1ii) (CES-Produktionsfunktion): x(r)= (r 05 4 0.5)' ’
Iv) (Limitationale Produktionsfunktion):

‘|,0.75r fur r£20

x(r) =
(") 115 fur r>20



5. (Gesamtkostenfunktionen)
Essal

Produktionsmenge [ME].
Gesamtkosten [GE]
.+ Fixkosten [GE]

Variable Kosten [GE]

X XXX

K(x) = K +K(X)
i) (Ertragsgesetzliche Kostenfunktion) : K (x) =800+0.01x°- x* + 60x

ii) (Neoklassische Produktionsfunktion): K(x) =2001+ 36>€>°"
1ii) (Zusammengesetzte K ostenfunktion):

10.25x+3 fr O<x£4
1 02x+5 fir 4<x£8

K(x) =1 .
0.5x+ 3 fr 8<x£12

i
f0.12x* - 25x+21 fur 12<x£16
6. (Durchschnittliche-, Variable-, und Fixkostenfunktionen)

3_ 2
800+ 0.01x X° + 60X - 8)0(0 +0.01X2 - X +60

k(x) ::@, x>0, k(x) =

X
K, (X) ::KVT(X), x>0, kv(x)=0'01X3'XX2 00X _ 0.01x2 - x +60
K, ::%, x>0, kf(x):8—§()0, x>0
7. (Gewinn-, Deckungsbeitragsfunktionen)
G(X):= E(x)- K(X), G(X) =52.50x - (X’ - 12X +60x+98)

=- X +12x°- 7.5x- 98

G,(X) =E(X)- K,(X), G, (x) =52.50x - (xs- 12 +60x)

=-x*+12x%- 7.5x

8. (Durchschnittsgewinn-, Deckungsbeitragsfunktionen)

- 3 2_ -
g0=2, x>0,  gro= XTI B o 752
X X X
- 3 2_
94(X) =% s, gp(x) == +12: T3y +12x- 75



BS. 1. 2.
Bestimmen Sie den Definitionsbereich der

1. Produktionsfunktion

X(r)=+/2r - 200

2., Preis-Absatz-Funktion®

p(x):i;)_—o - 4[x +20, (p: Preis[GE]; x: Menge[GE])
X

3. Funktion

ACY) =200 n(Y +100) - 750,

(A : Monatliche Ausgaben fur Energie [€]; Y : Monatliches Haushaltseinkommen [€])

LOsung:

1. r3100
2. x>0
3.Y>0.

D. 1. 3. (Inverse Funktion bzw. Umkehrfunktion)
Ist die Umkehrabbildung f * einer Funktion

f:y=f(x), xi D(f)
selbst eine Funktion, so wird f " Umkehrfunktion (oder auch inverse Funktion) von f
genannt.

B.1.2
Esgilt
D(f)=w(f™); W(f)=D(f™).

BS1.3.
Ermitteln Sie die Umkehrfunktion fir die Nachfragefunktion

f: p=10- %x, x1 [0, 20]
mit

x: Nachfrage; p: Preis.



LOsung:

f*:x=20-2p, pl[o,10],
D(f*)=w(f)=[0,10].

D. 1. 4. (Beschranktheit)
Eine Funktion

f:y=f(x), xI D(f)

heif}t auf der Menge M | D( f) beschrénkt, wenn es eine endliche Konstante C derart gibt,
dass

[f(Y[EC, "xI M
gilt. Dabel wird C eine Schrankevon f auf M genannt.

D. 1. 5. (Beschranktheit nach unten bzw. nach oben)
Eine Funktion

f:y=1f(x), xI D(f)

heif}t auf der Menge M i D( f) nach unten bzw. nach oben beschrénkt, wenn es eine
endliche Konstante C, bzw. C, derart gibt, dass

C.E[f(X], "xI M
bzw.
[f(X|EC,, "xI M

gilt. Dabei werden C, bzw. C, untere bzw. obere Schrankevon f auf M genannt.

S.1.1
Fiir die Beschranktheit einer Funktionf auf M | D(f) ist notwendig und hinreichend, dass

f auf M sowohl nach oben as auch nach unten beschrankt ist.

Beweis:
Die Notwendigkeit folgt unmittelbar aus

-CEf(X)EC.
Umgekehrt ergibt sich die Beschranktheit aus D.1.5., wenn

C=max(|GJ.|C,
gesetzt wird.



BS. 1. 4.
Die ertragsgesetzliche Kostenfunktion

K(X) =0.01x*- x*+60x+800, xI [0, 100]

Kix)

6000
5000
4000
aoan
2000
1000

20 40 &0 a0 100

ist beschrankt. Es gilt namlich:

800 £ K () £ 6088.

D. 1. 6. (Monotonie)
Eine Funktion

f:y=f(x), xI D(f)
heif}t in dem Intervall | I D(f) monoton wachsend, wenn

f(x)Ef(X,), "X, %I | mitx <x,
gilt; entsprechend wird sie monoton fallend in | genannt, wenn
F(x)2 F(%), "X %1 1 mitx <x,

gilt.
Treten in den obigen Ungleichungen die Gleichheitszeichen auf, so wird f entsprechend

streng monoton wachsend bzw. streng monoton fallend in 1 genannt.

S 12
1

Wenn f, und f, im gleichen Intervall | streng monoton wachsend sind, dann ist die
Summe f, + f, der beiden Funktionen sowie das Produkt axf., i =1, 2, fira>0 in

| ebenfalls streng monoton wachsend; dagegenist axf,, i =1, 2, fira<0in | streng
monoton fallend.



2.
Wenn f in | streng monoton ist, dann existiert die inverse Funktion f **.
(Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht!)

3.
Wenn f in | streng monoton wachsend ist, soist f ! mit

D(f 1) ={x|xI R Ux=f(), ul 1}

injedem Intervall | *1 D(f ") ebenfalls streng monoton wachsend.
Analoges gilt fur streng monoton fallende Funktionen.

Bewels:
Wir beschranken uns auf den Beweis der 1. Behauptung:
Sa x,X%1 | mit x <x, beliebig. Aus den Voraussetzungen tber f, und f, folgt dann:

fl(xl) < fl(xz) 1
fa(x) < T5(x,)
d. h.
f1(x) + F,(x) < f,(%;) +f,(x,)
axf.(x) >axf(x,) mit a<O0.

D. 1. 7. (Konvexitat und Konkavitat) )
Eine Funktiony = f (x), xI D(f), heitiminterval I | D(f), konvex, wenn

f(ax +(1-a)x,) £af (x) +(1-2) f(x,), "x.x11; "al[0,1]
ailt.
Entsprechend wird siein | konkav genannt, wenn

fax +(1-a)x,)2af (x) +(1-a) f (), "x.x11; "al[0,1]
gilt.
B.1. 3.

Der Nachweis der Konvexitét fur stetige Funktionen 18sst sich vereinfachen; fir sie gentigt es

nadmlich zu zeigen, dass die obige Ungleichung fir a 2% erfulltist.

D. 1. 8. (Gerade und ungerade Funktionen)
EineFunktion y= f(x), xI D(f) heil} gerade, wenn

D(f)=[-a &, a>0  (bzw.D(f)=]a, &)



gilt und
f(-x)=f(x), "xI D(f),x>0;
entsprechend heildt sie ungerade, wenn statt
f-x)=-f(x), "xI D(f),x>0

gilt.

BS. 1. 5.
Die Dichtefunktion der standardisierten Normalverteilung

ist eine gerade Funktion, denn es gilt:

1 1 X

j (-x):Tpe 2 :Fpe7=j (x),

D. 1. 9. (Verkettete Funktion)
Esseien

"xI R

f: y=1f(u),ul D(f)
g: u=g(x), xI D(g).
Dabei gelte W(g) i D(f). Dann hei3 die Funktion

y=f(g(x)), xI D(g)

mittelbare Funktion oder Verkettung der Funktionen f undg.



BS. 1. 6.
Die Abhangigkeit der in einer Periode abgesetzten Menge x eines Produktes vom Preis p sai

durch die Funktion
X(p)=3900- 30p- p*>, O£p£45

gegeben. Die Gesamtkosten K (x) firr die Produktion der abgesetzten Menge x mége durch
K(x) = 2000 + 30x

gegeben sain.
Zu ermitteln sei die Kostenfunktion in Abhangigkeit vom Preis.

LGsung:

K(p) =2000 +30x
= 2000+ 30(3900- 30p- p?)

K(p)=119000- 900p- 30p?, O£ p£45.

D. 1.10. (e- d- Charakterisierung des Grenzwertes)
Se f sai (mindestens) in einer Umgebung der Stelle x, definiert. Eine Zahl g hell¥

Grenzwert von f fir x gegenx,, in Zeichen

<xlé)nx10f(x):g>,wenn<" e>0 $d>0: (O<|x- xo|<d) = |f(x)-g|<e>.

B. 1. 4. (Geometrische I nterpretation)
lim f(X) = g bedeutet geometrisch:

X® Xy

Zu jedem (noch so kleinen) ,, e- Streifen” um y = g existiert ein,, d - Streifen” umx=x,, so
dass ale Punkte der Bildkurvevonf , diein diesem , d - Streifen” liegen (aul3er der
Mittellinie x = X, ), auch dem vorgegebenen ,, e- Streifen” angehdren. Dabel ist d offenbar im

Allgemeinen umso kleiner zu wéhlen, je kleiner e vorgegeben ist, was in der Schreibweise
d =d(e) zum Ausdruck kommen soll.

D. 1. 11. (Einseitige Grenzwerte)
DieFunktion f sei (mindestens) in einem Interval |, %, +d[, d >0, definiert. Eine Zahl

g, heifld rechtseitiger Grenzwert von f fir x gegenx,, in Zeichen

<Iim+f(x):gr>,wenn<" e>0 $d>0: (x <x<x+d) b |f(x)-gr|<e>,

X® X9

Die Funktion f sei (mindestens) in einem Intervall |, - d, X,[, d >0, definiert. Eine Zahl
g, heif¥ linksseitiger Grenzwert von f fir x gegenx,, in Zeichen

9



<Ixj@mf(x):g,>,wenn<"e>0 $d>0: (x-d<x<x) b |f(x)-g]|<e).

S.1.3.
DieFunktion f hat genau dann fir X gegen X, einen Grenzwert, wenn die einseitigen

Grenzwertevon f fir x gegen X, existieren und tbereinstimmen. In diesem Falle gilt:

lim f(x)=lim f(x) =lim f(X)
X® X, x® X X® X§

BS. 1. 7.
Der monatliche Butteverbrauch B [€/Monat] eines Haushaltes hange vom
Haushaltseinkommen Y [€/Monat] in folgender Weise ab:

1500

B(Y)=60% Y, Y >0.

Wie verhdlt sich der Butterverbrauch, wenn das Einkommen gegen Null geht?

LOsung:
1500
lim B(Y) = lim 60> ¥ =60xlim —==60>0=0.
Y®0* Y®0* Y®ot ==
eY
50
40
a0
20
10

0" 2000 4000 6000 8000 1'09')3[]' 14000 18000
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D. 1. 12. (Unendliche Grenzwerte)
1.

<ng®mf(x):¥>,wmn < ni N $d>0: (x-d<x<x) P f(x)>n>.

<Iimf(x)=-¥>,wenn ("nl Z\(NE{0}) $d>0: (x,-d<x<x) P f(x) <n).

X® Xg

<Ixj@n1f(x)=¥>,wenn<" nl N $d>0: (x, <x<x+d) b f(x)>n).

<Iirqf(x):-¥>,wenn(" nl Z\(NE{Q}) $d>0: (x,<x<x+d) P f(x)<n)

X® Xq

<Iimf(x):¥>,wenn ("nT N $d>0: 0< |x-X,]<d P f(x)>n).

X® X,

<xl(i@nx10f(x):-¥>,wenn2\(NE{O}) $d>0: (0<|x-x|<d) P f(x)<n>.

D. 1. 13. (Grenzwert im Unendlichen)

1.

<Ixi®r£1f(x):g>,wenn ("e>0 $nf N: x>n P |f(X)-g|<e).
2.

<Xl(ér_gf(x):g>,wenn2\(NE{O}) $d>0: x<nb |f(x)-g|<e>.
BS. 1.8

Gegeben sai der im Beispiel BS. 1. 7. beschriebenen Sachverhalt. Gesucht ist der
Sattigungswert des Butterverbrauchs fir unbeschrankt wachsendes Einkommen.

LOsung:
1500

limB(Y) = 1im60xe ¥ =60xe° =604 =60
Y® ¥

Y®¥
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BS. 1.09.
Fir das Gesamteinkommen Y [GE/Jahr] eines expandierenden Wirtschaftszweiges wird —

ausgehend vom Zeitpunkt t,- im Zeitablauf eine Entwicklung prognostiziert, die gemaid
folgender Funktion verlauft:

210

Yt)=————=,
® 0.1+ 20> **

t: Zeitdauer [Jahre].

Gesucht ist der , Sattigungswert* des Einkommens in ,,weiter Zukunft.
LOsung:

|imY(t)=|imA_oa=lim 20 __ 210:2100 [GE/Jahr].
@ ¥ ©¥ 0.1+20x % t@¥ 0.1+ 20 1

05t
€

20007
1500
16004
1400
12007
1000
5004
B00
4007

200 , , , , , , , , , ,
oz A 5 g 10 12 14 18 418 =20

D. 1. 13 (Stetigkeit an einer Stelle)
Eine in einer Umgebung von X, definierte Funktion f heil3an der Selle x, stetig, wenn gilt

lim f(X) = f(x,).
X® ¥
B.1. 5.
Fuhrt man durch die Substitution
X=x%+h

die neue Variable h en, so kann man fur die obige Beziehung offenbar auch schreiben

lim f(x,+h) = £ (x,).
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B.1.6.
Unter Beachtung der Definition des Grenzwertes einer Funktion erhdt man die folgende
ausfuhrliche Formulierung von D. 1. 13.

D. 1. 14.
Eine in einer Umgebung von x, definierte Funktion f heil3t an der Selle x, stetig, wenn fur

jedeFolge {x,} in D(f) mit Ii®rr§;1xn =X, gilt

iy 0 = 1 x).

B.1.7.
Eine, e- d- “-Charakterisierung des Grenzwertes einer Funktion liefert eine entsprechende
Charakterisierung der Stetigkeit.

S. 1.4
DieFunktion f sa ineiner Umgebung von X, definiert.

f istan der Stelle x, genau dann stetig, wenn zu jeder (insbesondere jeder beliebig kleinen)
Zahl e>0eneZahl d =d(e) >0 existiert, so dass gilt

[F(x)- f(x)<e

for ale xmit
|x- %) <d.

D. 1. 15. (Einseitige Stetigkeit)
Eine (mindestens) in einem Intervall [xo, X, +d], d >0, definierte Funktion f heilt an der
Selle x, rechtsseitig stetig, wenn gilt

lim  (x) = f (x,).
X® Xy

Fir Funktionen, die in einem Intervall [x0 - d, xo], d>0, erklart sind, ist entsprechend die
linksseitige Stetigkeit an der Stelle x, durch die Forderung

lim f () = f (%)
X® %,

definiert.

S.1.5.
Eine in einer Umgebung von x,definierter Funktion ist genau dann an der Stelle x, stetig,

wenn sie dort sowohl linksseitig al's auch rechtsseitig stetig ist.
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D. 1. 16. (Stetigkeit in einem I ntervall)
Eineauf einem Intervall 1 definierte Funktion f heildt auf | stetig, wenn gilt:

1. f istinjedem inneren Punkt von | stetig.
2. I1st der linke (bzw. rechte) Randpunkt von | ein Elementvon |, dannist f dort
rechtsseitig (bzw. linksseitig) stetig.

B. 1. 8. (Unendlichkeitsstellen und ihre Klassifikation)
Aus der Definition der Stetigkeit ergibt sich, dass fur jede Unstetigkeitsstelle x, von f genau

einer der folgenden funf Falle vorliegt:

Fall 1 (Hebbare Unstetigkeit)
Der Grenzwert

g=Ilim f(x)
X® X
existiert, ist aber von f (x,) verschieden, sofern f ander Stelle x, Uberhaupt definiert ist.

Fal 2 (Endliche Sprungstelle)

Die Grenzwerte lim f (x) und lim f (x) existieren, sind aber voneinander verschieden.
X® x5 X® X%

In diesem Falle heil3t x, Sprungstelle von f mit endlichem Sorung.

Fall 3 (Unendlichkeitsstellevon f )

Esgiltlim f(x) =+¥ oder lim f(x) =- ¥ . Indiesem Falle nennt man X,
x® X X® Xo

Unendlichkeitsstellevon f .

Fal 4 (Sporungstelle von f mit unendlichem Sprung)

DieFunktion f ist fur eine der beiden ,Bewegungen* X® x;, X® x; bestimmt divergent
gegen +¥ (bzw. -¥) und fur die andere ,,Bewegung" konvergent oder bestimmt divergent
gegen+¥ (bzw. -¥). Indiesem Falle heil3t x, Sprungstellevon f mit unendlichem Sprung.

Fall 5 (Oszllatorische Unstetigkeit)
DieFunktion f ist fir mindestens eine der beiden ,,Bewegungen” x® x;, X® X
unbestimmt divergent. In diesem Falle heif3 oszillatorische Unstetigkeit von f .

BS. 1. 10.

Die monatlichen Gebiihren fir einen Telefonanschlul setzen sich zusammen aus den festen
Grundgebiihren von 27 € und den variablen Grundgebiihren von 0.23 € pro Zeiteinheit. Die

monatlich zu zahlenden Betrage y hangen also von der Zeit x ab, die , vertelefoniert” werden.

Stellen Sie die entsprechende Funktion analytisch auf.
LOsung:

f(x)—127 far x=0
_%27+0.23n fir n-1<x£n, ni N
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Ubung: Sellen Se die Funktion graphisch dar.

BS. 1. 11.

Eine Unternehmung bietet eine Ware zu einem Grundpreis von 100 [€/ME] fur ale
Bestellmengen bis einschliefdich 1000 [ME] an. Fir jede dartiber hinaus bestellte
Mengeneinheit bisincl. 2000 [ME] wird ein Rabatt von 40% , fur jede Uber 2000 [ME] hinaus
bestellte Mengeneinheit wird ein Rabatt von 70% auf den Grundpreis gewahrt.

Stellen Sie den Bestellwert W [€] in Abhangigkeit von der Liefermenge x[ME] dar.

LGsung:

j 100x fiir 0 £ x £1000
W(x) = | 60x(x - 1000)+ 100000 fir 1000< X £ 2000
130X(x- 2000) +160000 fir 2000< x

dh.

100X fir O£ x£1000
W(X)= | 60x+40000 fir 1000< x£ 2000.
130x+100000 fir 2000< x

Ubung: Stellen Sie die Funktion graphisch dar.

S.1.6
Ist die Funktion f ander Stelle x, stetigund f (x,)> 0 (bzw. f (x,)> 0), dann gibt es eine

Umgebung vonx,, so dass auch noch fur ale x aus dieser Umgebung
f (X,)> 0 (bzw. f (x,)> 0) gilt.

S.1.7
Die Funktionen f und g seien an der Stelle x, stetig. Dann sind die Funktionen

f+g; cxf (c eine Konstante); f>g

an der Stelle x, stetig.
Ist ferner g(x,)* O, dann ist auch die Funktion

g
an der Stelle x, stetig.

S.1.8
Ist die Funktiong(x) an der Stelle x = x, stetig und die Funktion f (z) an der Stelle z=g(x,)

stetig, dann ist die mittelbare Funktion f (g (x)) ander Stelle x = x, stetig.
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S.1.09.

Jede Elementarfunktion ist auf ihrem Definitionsbereich stetig.

(Eine Elementarfunktion ist eine Funktion, die sich aus den Grundfunktionen durch
Anwendung der rationalen Grundoperationen und Bildung mittelbarer Funktionen in endlich
vielen Schritten erzeugen |8sst.)

S.1.10.
Jedeauf [a, b] stetige Funktion ist dort beschrénkt.

D. 1. 17. (Absolute Extrema)
DieFunktion f sei auf dem Intervall | definiert, undessei x,1 | . Der Funktionswert

f (%,) heifdt absolutes Maximum (bzw. Minimum) von f auf | , wenn gilt:

f(X)E f(x,), "xI |
(bzw.  f(X) £ f(x,), "xI1).

Absolute Maxima und Minima gemeinsam nennt manabsol ute Extrema.

S. 1. 11 (Weierstraf)
Jede auf [a, b] stetige Funktion hat dort ein absolutes Maximum und ein absolutes Minimum.

S. 1. 12. (Bolzano)

Ist die Funktion f auf [a, b] stetig und haben die Funktionswerte

f (a) und f (b) entgegenbesetze Vorzeichen, dann gibt es (mindesten) ein x1 ]a, b
mit f (x)=0.

S. 113
DieFunktion f sei auf dem Intervall | stetig. Dannist ihr Wertevorrat { f(x) | xI 1}
ebenfalls ein Intervall.

S.1.14
DieFunktion f sei auf einem Intervall eineindeutig und stetig. Dann ist ihre Umkehrfunktion

f * auf dem Wertevorrat von f , der ebenfalls ein Intervall ist, stetig.

D. 1. 18 (Differenzierbarkeit an einer Stelle)
Diein einer Umgebung von X, definierte Funktion f heiflt an der Stelle x, differenzierbar,

wenn der Grenzwert

lim f(x,+h- f(x,)

h®o h

existiert.
Dieser Grenzwert heifdt 1. Ableitung oder Ableitung 1. Ordnung der Funktion f an der Selle

%, und wird mit f ‘(x,) bezeichnet, also

16



f (%) =lim f(XOJ'hr)]‘ i)

h®0

Mit Dx dtatt h kann man fur die obige Formel auch

f (%)= lim

Dx® 0

f(x, +Dx)- f(x)
Dx

schreiben.
Eine weitere Schreibweise erhdlt man mit x = x,+ h, aso x® x, statth® 0:

vo v 1 T F(x%)
f(&)—jg@nyg—x_xo :

Fur die 1. Ableitung f '(x,) sind auch die Symbole

Ele)

dy
’ dx

o dx

X=Xg

X=Xo

und die Bezeichnung Differentialquotient 1. Ordnung von f an der Selle x, Ublich.
Die Berechnung der Ableitung einer Funktion nennt man Differentiation.

B. 1. 9. (Geometrische Deutung der 1. Ableitung)

$ fix) Sekante

Tangents

Funktionsgraph

fis -+ A%)
° I fd ) - 1)
flxg) o
/ — .
d %g Xt AX

BS. 1.12.
Gegeben sei die Erlésfunktion

E(x) =150x - 0.5x°.

Berechne die Ableitung der Funktion an der Stelle x, =2.
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LOsung:

£'2) = limE@*h)- EQ)

h® 0 h

€150 2+h) - 05 2+h) U- g150>2- 0.5:2°}

=lim
h® 0 h
. 148h- h’
=lim————
h® 0 h

lim(148- h)=148.

h® 0

D. 1. 19. (Einseitige Differenzierbarkeit)
Eine (mindestens) in einem Intervall [ x,, %, +c], ¢ >0, definierte Funktion f heifdt an der

Selle x, rechtsseitig differenzierbar, wenn der rechtsseitige Grenzwert

lim f(x,+h- f(x)

h® 0* h

existiert. Dieser Grenzwert heif3t rechtseitige Ableitung von f an der Stelle x, und wird mit

f  bezeichnet.
Andog ist dielinksseitige Ableitung von f an der Selle x,definiert:

f(x,+h)- f(xo).

f, (%) = lim -

S. 115
DieFunktion f (X)ist genau dann an der Stelle x, differenzierbar, wenn sie dort sowohl

rechtsseitig als auch linksseitig differenzierbar ist und
f (%) = 1 (%)
gilt. In diesem Falle ist
f (%)= f, (%) =1 (%)

D. 1. 20. (Differenzierbarkeit in einem Intervall)
Eine auf einem Intervall | definierte Funktion f heildt auf | differenzierbar, wenn gilt:

1. f istinjedem inneren Punkte von | differenzierbar.
2. Ist der linke (bzw. rechte) Randpunkt von | ein Elementvon | , dannist f dort
rechtsseitig (bzw. linksseitig) differenzierbar.
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S.1.16.
Eine an der Stelle x, differenzierbare Funktion ist auch dort stetig.

S.1.17.
DieFunktionen f und g seien ander Stelle X, differenzierbar. Dann sind auch die

Funktionen f +g, cxf (c ist eine Konstante) und f >g an der Stelle x, differenzierbar, und
esgilt dort:

(f+g)'=f+g'
(cxf)'=cxf'

(fxg)'=fXxg+ fxg" (Produktregel).

Ist ferner g(x,)* O, dann ist auch die Funktion r an der Stelle x, differenzierbar, und es gilt
g
dort:

. fxg-f '
(f/g):M

2

(Quotientenregel ).

S. 1. 18.(Kettenregel)
Ist die Funktion g(Xx) an der Stelle x =%, und die Funktion f (z) an der Stelle

z = g(x,) differenzierbar, dann ist die mittelbare Funktion

F(X) = f(@(x)

an der Stelle x = x, differenzierbar, und es gilt die sog. Kettenregel :

F'() =1'(2)>9'(x)

mit
z, = 9(X,) -
B.1.10.
1.
Setzt man
y=1(2, z=9(x,
dann ist

y=1(0(2)=F(),

und man kann die Kettenregel in der folgenden einprégsamen Form schreiben:
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dy_dyx%

dx dz dx’
2

Ijie Kettenregel lasst sich auf den Fall ausdehnen, dass n Funktionen ,,ineinander
geschachtelt” sind.

BS. 1. 13.
Eine Ein-Produkt-Unternehmung produziert ihren Output x[ME] zu folgenden Gesamtkosten
K [GE]:

K(X) = 200>€>°>**° " x3 0,

Ermitteln Sie die Grenzkostenfunktion.

L6sung:

dz

z=0.01x +400, —~ =001
dx

K(x) = 200>, K 200
dz

K '(X) - dK(X) — % vdK(X) - 001>QOO >eZ - 260.01X+400 )

dx dx dz

S. 1. 19. (Ableitung der Umkehrfunktion)
DieFunktion f sei eineindeutig und in einer Umgebung der Stelle x, differenzierbar

mit f '(x,)* O.
Dann ist ihre Umkehrfunktion f * an der Stelle y, = f(x,) differenzierbar, und es gilt:

(V0= M %= 106,

BS. 1. 14.
Gegeben sei die Nachfragefunktion

X(p) =120- 0.4p (x:Nachfrage[ME], p: Preis[GE/ME]).

Ermitteln Sie die Ableitung der Umkehrfunktionx *(p) .

Losung:

1 1

X 1 - = =_= —=_
(p) 0 -oa

D. 1. 21. (Ableitungen hoherer Ordnung)
Man nennt

df '(x)

dx |,
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Ableitung 2. Ordnung (oder 2. Ableitung) der Funktion f ander Selle x, und schreibt dafur

2

dy

dx?|
x=%

f"(x,) oder y"|x:XO oder

Allgemein definiert man fur eine beliebige nattrliche Zahl n>1 die Ableitung
n- ter Ordnung (oder n- ter Ableitung) von f ander Selle x, rekursiv durch die
Vorschrift:

FOx) =( 1" (x))".
(Esist zweckmaflig, f(X) selbst als Ableitung null-ter Ordnung zu bezeichnen, also
fO(x) = f(x).

Eine Funktion f heildt auf einemintervall | n- mal (stetig) differenzierbar, wenn die
Ableitung f™ auf | exigtiert (und stetig ist).
(Natirlich existieren dann erst recht die Ableitungenf ', f°, .. .,.f ™Y auf | )

BS. 1. 15.
Gegeben seien die Durchschnittskosten k [GE]in Abhéngigkeit von der Ausbringungsmenge
x [GE]:

k(x) = 8400 +10 *(1008000x - 3060x* + 3x°)
Ermitteln Sie k"(x) .
LOsung:

k'(x) =104 (1008000 - 6120+ 9x°),
K"(X) =107 (- 6120x +18X) .

D. 1. 22. (Elastizitatsfunktion)
Gegeben sai eineauf D(f) stetig differenzierbare Funktion f . Als Elastizitatsfunktion

bezeichnet man
X

f(x)

€ ,(X)= xf '(X) .

B.1.11
1. Der Zahlenwert der Elastizitét €, , von f beziiglich xgibt néherungsweise an, um wie viel

Prozent sich die abhangige Variable f andert, wenn sich die unabhangige Variable um 1%
andert.

2. Eine positive Elagtizitét bedeutet, dass sich die abhangige und die unabhangige Variable in
gleiche Richtung bewegen; dagegen bedeutet eine negative Elastizitét, dass sich die
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abhangige und die unabhangige Variable in entgegengesetzte Richtung bewegen.

3. Man unterscheidet folgende Félle:

e, |<l: f ist unelastisch,

e ,|[>1 f ist elastisch,

e, |=1 f ist proportional elastisch,
e,|® ¥: f istvollkommen elastisch,
e,°0 f ist vollkommen unelastisch.

4. Gegeben sei die Funktion f mit der Funktionsgleichung y = f (X) und deren Inverse
f~*mit der Funktionsgleichung x =g(y). Dann gilt:

eyyx xew

BS. 1. 16.
Gegeben sei die Erlosfunktion

E(x) =300x- 2.5x°.

Ermitteln Sie die entsprechende Elastizitétsfunktion und berechnen und interpretieren Sie
deren Wert fur x =10.

LOsung:

X
=—————X300- 5X),
&%) 300x- 2.5x° X )

€ ,(10)» 0.91.

Erhoht sich die Nachfrage um 1%, so erhoht sich der Erlos um etwa 0.91%. Damit ist die
Erl6sfunktion an der Stelle x =10 unelastisch.

D. 1. 23. (Differential )
DieFunktion f sa ander Stelle x differenzierbar. Das Produkt f '(X) *h heifl3 das zu der

Stelle x und dem Argumentzuwachs h gehdrige Differential (1. Ordnung) von f und wird
mit df (xX) oder dy bezeichnet, also

df (x) = f '(x)>h
oder

dy:=f'(x)>h.
BS.1.17.

Gegeben sai die Gesamtkostenfunktion K [GE] einer Ein-Produkt-Unternehmung in
Abhangigkeit von deren Output Xx[ME] mit
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K(X) =0.06x> - 2x* +60x + 200

Berechnen Sie mit Hilfe des Differentials dK die ndherungsweise Anderung der Kosten, wenn
der Output von 10 ME auf 12 ME erhoht wird.

LOsung:

=76 [GE]

x=10,dx=2 =10, dx=2

dK (x) = K(x) xtx = (0.18x*- 4x +6o)>dx1

B.1. 12
Die Funktion g(x) = x hat das Differential

Wegen der obigen Beziehung identifiziert man den Argumentzuwachs h einer beliebigen
Funktion f mit dem Differential dx der speziellen Funktiong . Man schreibt also auch

df (x) = f '(x) >xdx
oder
dy = f '(x) >dx.

Dabel ist nun dx eine(von x unabhangige) Variable, die beliebige Werte annehmen kann
und auch Differential der unabhangigen Variablen genannt wird.
Unter der Voraussetzung dx® O kann man z. B. die |letzte Beziehung durch dx dividieren und
erhalt
dy
—=1'(x).
> (%)

Damit gewinnt die in D. 1. 18. zunachst nur als symbolische Schreibweise fur die

Ableitung f '(X) eingefuhrte Bezeichnung % eine neue Bedeutung. Damit ist f '(x) der
X

Quotient der Differentiale dy und dx . Deshalb sagt man statt Ableitung auch
Differential quotient.

D. 1. 24. (Differential n-ter Ordnung)
Alsdas Differential n-ter Ordnung (n3 2) eine n- ma differenzierbaren Funktion versteht

man
d"y = fO(x)>xdx"

oder
d"f (x):=f ™ (x)xdx".
S. 1. 20.
Die Funktion f sei auf dem Intervall | stetigund auf int | differenzierbar.
. j wachsend|j 1200, <.
Genau dann ist f auf | monotonj v, wenngilt: 7, " xlbintl .
{ falend }) RRCEA
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S.1.21.
Die Funktion f sai auf dem Intervall | stetigund auf int | differenzierbar.

AP >0g , o . i wachsend i

Gilt 7, " xlint],dannigt f auf | streng monotoni 7.

1) <0 { falend })
BS. 1. 18.

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Produktionsfunktion
X(r) =-0.1r® + 6r* +150r

mit
r: Input [ME]
X: Output [ME].

LOsung:
X'(r)=-0.3%+12r +150

x'(r)>0 U - (r-50)xqr+10)<0 P 0<r<50.

Damit ist die Produktionsfunktion streng monoton wachsend fir O<r <50; sieist streng
monoton fallend fir r >50:

xHr L
10000
8000
6000
4000

2000

. . . — T
20 40 60 éO

D. 1. 25. (Absolutes Minimum und Maximum)
Die Funktion f sei in D(f) definiert. Der Funktionswert F (x,) heif}t absolutes

i Maxi mumyj

; [RECVRSRECHIVIN
{Minimumg

vonf ,wenngilt: i

" xT D(f
Lrgs 1oy < P

D. 1. 26. (Relatives Minimum und Maximum)
Die Funktion f sei in einer Umgebung der Stelle x, definiert. Der Funktionswert F (xo) heilt
1 Maximumyj

relatives | 7 von f , wenn eseine Ungebung U von ibt mit
{ Minimumy gebung U, (%) von X, g
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S. 1. 22. (Notwendige Bedingung fur die Existenz einesrelativen Extremums)
Die Funktion f sei an der Stelle x, differenzierbar und habe in int D( f) einen relativen

Extremwert.
Dann gilt
f'(%)=0.

S. 1. 23. (Hinreichende Bedingung fir die Existenz eines relativen Extremums)
Die Funktion f besitze auf einer Umgebung U, (X,) der Stelle x, stetige Ableitungen bis zur
n- tenOrdnung (n3 2), und es gelte

f(x)=T'(X)=...=F"¥(x,)=0, aber f™(x,)* 0.

1. 1st n gerade, dann hat f an der Stelle x,einen relativen Extremwert, und zwar im

1 f™(x,)<00 | Maximumyj
Falef (n)( ) <0f einrelatives| .
if (x0)>opv) i Mlnlmumg
2.1st n ungerade, dann hat f an der Stelle x, keinenrelativen Extremwert, sondern
o _ _ _ 1f(x,)<00 .
in einer gewissen Umgebung von X, ist f imFali v eist streng monoton
if (x0)>0g
j falend
%Wachsendg'
F.11

Die Funktion f besitzein einer Umgebung U, (X,) der Stelle x, stetige Ableitungen bis zur
zweiten Ordnung, und es gelte

f(x,)=0 aber f"(x,)* 0.

. . . 1 f1(%) <00
Dann hat f an der Stelle x,einen relativen Extremwert, und zwar im Falle | (%) <0 en
P 17(%,)>0p
.1 Maximumyj
relativesi . . 7.
TMmmum%
BS. 1. 19.

Die Gewinnfunktion einer Unternehmung lautet
G(X) =-x*+2x*+60x - 98
mit
X : Produktionsmenge [ME]
G: Gewinn [GE]
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Fir welche Produktionsmenge erzielt die Unternehmung einen maximalen Gewinn? Wie hoch
ist dieser?

LOsung:
G'(X) =-3x+ 4x+ 60
G'(X)=0Ux30P x»519
G"(X)=-6x*+4, G"(5.19)<0.

Damit erzielt die Unternehmung bei einer Produktionsmenge von etwa 5.19 ME einen
maximalen Gewinn von etwa 127.47 GE:

GHxL

100 /’\

-100

-200

-300

S. 1. 24. (Eine weitere Hinreichende Bedingung)
Segebeeine>0, sodassdie Funktion f auf dem Intervall ]xO - € X, +e[ stetig und dort —

evtl. mit Ausnahme der Stelle x, selbst — differenzierbar ist.

PN 1Fi04)<0g , -
| £10%)>00 OO <0 T 1%, %, +el , dann het £ an der

| ] ! ' ’
P f(%) <0 P £(%)>0p
Stelle x,ein relatives Maximum (Minimum).

11t "xT 1% - €, %[ und

1106)>04 . _
2.1t " XT % - € % +€[, x1 %, , dann hat f an der Stelle X, keinen relativen
if (Xo)<0E§
i wachsendj
Extremwert, sondemn f ist auf ]x, - €, x, +€] streng monoton " .
{ falend })

S. 1. 25.
Ist die Funktion f auf dem Intervall | stetig und hat sie dort an genau einer Stelle x,einen

relativen Extremwert, dannist f (x,)auch ein absoluter Extremwert von f auf | .
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S. 1. 26.
Die Funktion f sai auf dem Intervall | differenzierbar. Genau dannist f auf | (streng)

| konvex wenn f'auf | (streng) monoton i'V\Kj‘Chsend[']ist
konkav)’ g i fallend '
S.1.27.

Die Funktion f habe auf dem Intervall | eine stetige erste Ableitung und auf int | eine zweite
Ableitung. Dann gilt:

) i konvex{j ()3 0 -
1. Genaudannist f aufl 7, wenn gilt: 7, " xlintl.
{ konkav i £7() £ 0p
1 FU(X)>0Q - _ i konvexj
2.Giltj 7, " xlint |, dannist f auf | streng | .
TF"(x) < Og Tkonkavg
BS. 1. 20.

Fur welche Outputwertexist die Gesamtkostenfunktion K mit

K(x) :1—15x3- 22 +60x + 900, X2 0

konvex bzw. konkav?

LOsung:
K'(X) =0.2x* - 4x+60, x3 0,
K"(x) =0.4x- 4,
K"(x)>0 U x>10.

Damit ist K konkav fir 0< x <10und konvex fir x >10. Dies bedeutet, dass die Kosten fir
0< x<10 degressiv und fur x> 10progressiv wachsend sind.
DieFunktion K hat alsoin x =10enen Wendepunkt mit K(10) » 1366.67 :

KHx L

4000F
3500
3000F
2500F
2000F

1500F

100QE

10 20 30 40

S.1.28
Die Funktionf sei an der Stelle x,zweimal differenzierbar und habe dort einen Wendepunkt.

Dann gilt f "(x,)=0.
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S.1.29.
Die Funktion f besitze auf einer Umgebung U, (X,) der Stelle x, stetige Ableitungen bis zur

n- tenOrdnung (n 3 3), und es gelte

f (%)= f"(X,) =...= F("9(x,)=0, aber f(x,) 0.
Ist n ungerade, dann hat f an der Stelle x, einen Wendepunkt, andernfalls nicht.
BS. 1. 21. (Kurvendiskussion)

Die Gesamtkosten fur die Produktion von x Mengeneinheiten eines Produktes seien durch
die Kostenfunktion

K(X) = 8400x + (1008000x? - 3060x° +3x* |.0'*, x3 100

gegeben.

Es sind die wichtigsten Eigenschaften der Stlickkostenfunktion k(x) := K Zu diskutieren.
X

LOsung:

k(X) = 8400 +10"*(1008000x - 3060x2 + 3x°)

1. Definitionsbereich
D(k(X)) = gloo, ig : X : Hochstkapazitat des Unternehmens

Im Weiteren sei x =800 angenommen.
1. Setigkeit
k(x)istin D detig.
3. Schnittpunkte mit den Achsen
a) mit der x- Achse
k(x):=0 P 8400+10 *(1008000x - 3060x? +3x%) =0

Es lésst sich (numerisch) zeigen, dass k(x) keine Nullstellen hat. Dies ist auch 6konomisch
plausibel, da Stlickkosten immer entstehen.
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b) mit der y- Achse
Wegen x3 100 gibt es keine Schnittstelle mit der y - Achse. Eswird eine

Mindestproduktion von 100 Einheiten angenommen. Die zugehorigen Durchschnittskosten
betragen dannk (100) =15720.00 > 0.

4. Monotonie
Esgilt

k'(x) =10*(1008000 - 6120x + 9x*)

k'(x):==0 p X, = 280, X, =400

(x- 280) ¥ x- 400)3 0 b k(x) ist monoton wachsend.
Die Ldsung der obigen Ungleichung ergibt:

k(x) ist monoton wachsend fiir " x1 ]100, 280[E 400, 800
k(x)ist monoton fallend fur " x1 1280, 400

5. Extremwerte
k"(x) = 10'4(- 6120x +18X) ; k"(280) =-0.108<0; k"(400) =0.108>0

k(x) nimmt alsoin x =280 ein relatives Maximum an mit k(280) =19219.20und in x = 400
ein relatives Minimum an mit k(400) =18960.00.
Wegen k(100) =15720.00und k(800) = 46800.00 nimmt k(X)in x =100 das absolute

Minimum und in X =800 das absolute Maximum an.
Der Betrieb hat also bei einer Produktion von 100 ME die geringsten Durchschnittskosten.

6. Krummungsverhalten
Ausk'(X) =10 (- 6120x+18x) 3 0, d.h. x3 340, folgt:

k(x) ist konvex fur " x1 ]340, 800[
k(x)ist konkav " x1 100, 340

In x =340liegt also ein Wendepunkt vor.
Die Stiickkosten wachsen also progressiv in ]340, 800[ und degressive in]100, 34Q .
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7. Graph der Funktion:
k=)

40000 ;
35000
30000
25000
20000
15000
10000
5000

0 200 400 &00 200

(Letzte Aktualisierung: 29.08.06)
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