Teil Il

Analysis in der Okonomie

D. 2. 1(Funktionen vonnunabhangigen Variableh
SeinON undD (f )OR". Ist jedem Vektor (Punkifx,, x,,...,%,) 0 D(f)durch eine

Vorschrift f eine reelle Zahk = f()g, Xoyeers )g) zugeordnet, so heifdt eine Funktion von

n unabhangigen Variablex,, %,,..., %, auf dem Definitionsbereidd( f ). Dabei heil3tz die
abhéangige Variable

Man schreibt
f: D(f)- R, D(f)OR

oder
z= (= f(% % %), (X %,..x)0D(f), D(f)OR", zOR.

BS. 2. 1(Einige Beispiel¢
1. Eine Cobb-Douglas-Produktionsfunktion:

y(A K) =20~ [K°°,
Hier sind:
A:  Arbeitsinput,
K: Kapitalinput,
y: Output.
2. Eine Kostenfunktion:
K(r,r,)=r,+4,+r i,
Hier sind:

K:  Faktorkosten,
r.r,: Rohstoffmengen.

3. Eine Nutzenfunktion

N(x, %) =128% — 10X.
Hier sind:

N:  Nutzen,
X, %,: konsumierte Nahrungsmittelmengen.



B.2. 1.
Die graphische Darstellung einer Funktion mehr¥igrablen ist nur im Falh =2 maoglich.

Bei n>2 sind alle Untersuchungen auf die analytische BHusty z = f()g, Xoyeery >g) oder
auf eine tabellarische Erfassung angewiesen.

D. 2. 2.(Graph einer Funktion)
Bei einer Funktion

f: D(f)- R, D(f)OR

zweier Variablen x und yheif3t die Punktmenge

{(xv2ORIZ= (xy (x¥0 @ §
derGraphvon f .

B.2. 2.
Eine weitere Mdglichkeit, eine Funktioh(x, y) zweier Variablen graphisch zu

veranschaulichen, ist die Darstellung mitisishéhenlinien

D. 2. 3(Isohéhenlinien)
Istf:D(f) -~ R, D(f)O R, eine Funktion zweier Variablen, so heiRen diekBuengen

Mc::{(x, y) OD(f)] f(x y)= <}D R

Isohohenliniervon f (mit der HohecO R).

BS. 2. 1 (Fortsetzung
Graph der Funktionen :

1. y(A K) = 2084 [K°®

y (A K)
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3. N(x, %) =128% - 10%

N=128 x1-10x2"2

D. 2. 4.(Stetigkei}
Eine Funktionf : D(f) - R', D(f)0 R, heiBtan der Stellex, [ D( f) stetig falls zu jeder

UmgebungJ, ( f (x,)) O R eine UmgebungJJ(x") O D(f) existiert, so dass gilt:

{zDR|z= (3 % Y(R}0 Y( 1 %)

D. 2. 5(Grenzwer}
Eine Funktionf : D(f) — R, D(f)0 R', hat an einer Stell&= (X, ,,...,%)0 D( f)den

Grenzwera O R, wenn gilt



lim f(y,....y,)=a,
Y- %

lyn_'xn
wobei (X, X,,...,%,) DU, (X)O D( f) fur ein geeignetes >0 erfullt sein muss.

B.2. 3.
Der Grenzwert einer Funktion mehrerer Variablennkbezuglich einer oder mehrerer
Variablen gebildet werden. Will man bei der Grendbitdung z. B. nur die —te

Komponentei 0{1,2,...n} betrachten, so schreibt man

M £ (X0 ¥ Ko )

Mann nennt dies den Grenzwert vbrbezulglichx, .

S.2.1.
Eine Funktionf : D(f) - R', D(f)O R, ist an einer StellJ D( f) genau dann stetig,

wenn f an der Stellex einen Grenzwera O R hat und dariiber hinaus gilt:

3= Jm f(%- )= 106 %)

Yn =%

D. 2. 6(Partielle Ableitung
Seif : D(f) - R', D(f)O R'. Existiert fiir eini 0{1, 2,...n} an einer festen Stelle

X=(%, %,...,% ) O int D( f) der Grenzwert

im (XX A, X - FOf, 0% )
bx% -0 AX|

so wird dieser Grenzwedie partielle Ableitung vorf an der Stellg(X;, X,,...,,) genannt
und mit

fyﬁ(xl,...,xq):{i}

bezeichnet. Man sagt, dass die Funktiordann an der Stellgx;, X,,...,%,) partiell
differenzierbar nachx; ist.

Ist f nach jeder Stelle einer offenen Punktmeiyel D( f) partiell nachx differenzierbar
ist, so heil3tf partiell nach x differenzierbar tbebD .



B.2.4.
Existiert der Grenzwert in D. 2. 6. an allen Steké] D( f), so ist f, wieder eine Funktion

von n unabhangigen Variablen aDf f ). Sie wirddie partielle Ableitung vorf nach x
genannt

D. 2. 7.(Differenzierbarkei)
Existieren fiir eine Funktiorf : D(f) -~ R', D(f)0O R alle partiellen Ableitungen
f., 1=12,..nauf einem BereictD [J D(f) als stetige Funktionen, so heiRtauf D

(stetig differenzierbar Im Falle D = D(f) spricht man vomifferenzierbarkeider Funktion
schlechthin.

S.2.2.
Die Funktionenf : D(f) — R, D(f)O R undg: D(g) - R, D(g 0 R seien uiber

D O D(f) n D(g) partiell differenzierbar nack, i {1, 2,...n}.

1. Die Funktionh(x) = cOf( ¥, dJ R, ist iiberD partiell differenzierbar nack, und es
gilt:

h, (x)=cOf (¥ (Faktorrege).
2. Die Funktionh(x) = f(X) + o Xist UberD partiell differenzierbar nack, und es gilt:
h.(¥X=f(X+g (X (Summenreggl
3. Die Funktionh(x) = f(X) U X ist uberD partiell differenzierbar nack, und es gilt:
h,(¥)=f,( 0N+ (R0g( X (Produktrege).
4. Die Funktionh(x) :%ist UberD partiell differenzierbar nach, falls
g(x) =0 fur allexd g und es gilt:

h ()= f (0¥ + f(30g( X (Produktrege).

F, () E(¥9 - (¥ 0g (3

h ()= 2
W [9(¥)

(Quotientenregéel

BS. 2. 2.
Gegeben sei die Produktionsfunktion

y(A K)=20/2 K2,
mit

A:  Arbeitsinput,
K: Kapitalinput,



y: Output.
Berechnen und interpretieren Sie, ausgehend voRal@orkombinationA =20, K = 10 die
1. partiellen Ableitungen voy( A K).
LOosung:

YA(A K)=0.408°°[K°®, y.(20, 10)= 0.229739674 0.2,

d.h. erhoht siclmur der Arbeitsinput von 20 auf 21 Einheiten, so ertgitih der Output um
etwa 0.230 Einheiten. Zum Vergleich berechnen wir dxakten Zuwachs des Outputs:

y(21, 10)- y (20, 10F 23.199245%7 22.9739671 26278072 0.22
v, (A K)=1.60/42 K ™°?, y, (20, 10)= 1.837917368 1.

d.h. erhoht sicimur der Kapitalinput von 10 auf 11 Einheiten, so erhgibh der Output um
etwa 1.84 Einheiten. Zum Vergleich berechnen wir eeakten Zuwachs des Outputs:

y(20, 11 y (20, 10F 24.79420245 22.9739671 2033535 1.8.

(Die ersten partiellen Ableitungen einer Produksiomktion hei3en auch
Grenzertragsfunktionen

D. 2. 8.(Gradien
Ist eine Funktionf : D(f) - R', D(f)O R an einer Stellex’ 0 D( f) partiell
differenzierbar, so heil3t der Vektor

0f (x°) = gradf () =( f,..... 1,

derGradientvon f an der Stelle’.

BS. 2. 2.(Fortsetzung
Bestimmen Sie den Gradientenvektor der Funktion

Y(A, K) = ZDA?Z DKOS
im Punki(20, 10.
LOsung:

Oy (A K)' =(0.408°¢ (K2, 1.60A°20K °3'
Oy(20, 10" =( 0.229739671, 1.837917368 (  0.23, ).



B.2.5.

Der Gradient einer Funktion an einer Stetfeweist ,in Richtung des steilsten Anstiegs” (des
Graphen) der Funktion.

D. 2. 9.(Partielles Differential
Seif : D(f) -~ R, D(f)O R, eine differenzierbare Funktiox’ 0 D( f) undAx O R'.
Dann heil3t die reelle Zahl

df, = f, (X) (DX
daspartielle Differentialvon f beziiglichx an der Stellex’, i0{1, 2,...n}.

B.2.6.
Das partielle Differential beztglick ist eine N&herung an den Zuwachs der Funktion, den

man erhalt, wenn man die Komponemx@m Ax verandert.

BS. 2. 2.(Fortsetzung
Wie andert sich der Output

a) naherungsweise
b) exakt,

wenn

1. der Arbeitsinput um 0.3 vermindert wird
2. der Kapitalinput um 0.1 Einheiten erhdht wird?

LOosung:
1.
a) dy, = y,(20,10)0c 0.3F 0.229739671-( 0.3 0.068921801 .0689

b) y(19.7, 10}y (20, 10% 22.90462791 22.9739674 .0693391% — 0.069

a) dy, = y(20,10)00.== 1.837917368 0=l 0.183791737 07,
b) y(20, 10.1 y (20, 10F 23.15757578 22.9739671183¢.

D. 2. 10.(Totales Differentia)
Seif : D(f) - R, D(f)O R, eine differenzierbare Funktiox’ 0 D( f) und
Ax OR, i=1, 2,..n. Dann heif3t die reelle Zahl

df ::Zn: f, (X)X

dastotale Differentialvon f an der Stellex’.



B.2.7.
Analog den partiellen Differentialen beschreibt ti#tale Differential an einer Stelle

X= (xl, Xz,...,)g)die naherungsweise Anderung des Funktionswertegdréinderung der

Komponentenx, umAx, i=1, 2,..n.

Das totale Differentiatif hangt ahnlich wie die partiellen Differentiale vder Stellex’. und
den Anderungefx, i=1, 2,..n, ab.

Zur Bestimmung von Naherungswerten fir einen Fonktivert einer Stelle

X=(%+AX, %+A%,..., % +A X)in der Nahe vorx = (X, X,,...,% ) dient die
Naherungsformel

f (% +A%, %+A%,..x+A%)= f( %, %,.., %)+ di

Je kleiner die Anderungeftx, i =1, 2,...n, sind, umso kleiner ist der absolute Fehler, den
der Naherungswert gegentber dem exakten Funktiohkesrorruft.

BS. 2. 2.(Fortsetzung
Wie andert sich der Output

a) naherungsweise
b) exakt,

wenngleichzeitigder Arbeitsinput um 0.3 vermindert und der Kajmalit um 0.1 Einheiten
erhoht wird?

LOsung:

a) dy =y, [dA+ y. dK=-0.06892190% 0.183791737 0.114869836 0O,
b) Ay =y(19.7, 10.)- y( 20, 1Ip= 23.08768242 22.9739671 18711532= 0.1l

D. 2. 11(Partielle Ableitung 2. Ordnungy
Seif : D(f) - R', D(f)O R, eine aufD( f)differenzierbare Funktion der
unabhangigen Variabler,,...,x,und bezeichn€f, (x,,...,x, )die Ableitungsfunktion vorf

nachx .

Existiert die partielle Ableitung der Ableitungsktion f, (x,,...,x,)nach der

Variablenx;, j0{1,...n} , an der Stell&=(x,...,x,), so heilt siélie partielle Ableitung 2.
Ordnungvon f nach x und x; an der Stellex. Man schreibt:

0°f
0x,0X, (

= fox, (Km0 X,) -

XX )

Falls fwj auf dem ganzem Definitionsbereich existiert, sajwﬁ;;xj partielle Ableitung 2.

Ordnung nachx und x; von f genannt.



B.2.8.

Eine zweimal partiell differenzierbare Funktion voVariablen hat alsm’ partielle
Ableitungen 2. Ordnung. Fir gentgend oft differerzare Funktionen kbnnen sukzessiv
partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung defihwerden. Bein Variablen hat man

n" partielle Ableitungr -ter Ordnung.

S.2.3.
Sind die partiellen Ableitungen 2. Ordnung einenlgionf : D(f) - R', D(f)O R,
stetige Funktionen, so gilt

XX X X
B.2.9.
1. Mann nenntfwj auch diggemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnufadlsi # | .
- 0% f 2
Im Fallei = j schreibt man anstelle veg—— meist—.
0x.0% 0X;

2. Die partiellen Ableitungen 2. Ordnung fasst raaoh in der sogdessesche Matrix
zusammen:

=5
I

anX1

ErY

D. 2. 12.(Partielle Elastizita)
Seif : D(f) - R, D(f)O R, eine aufD( f)differenzierbare Funktion der

unabhangigen Variabler,,...,X, .
Als partielle Elastizitat vorf bezuglichx bezeichnet man

A Of, i=1 2.5
P04 %0000 %)

£1 (X X X,) =

B. 2. 10.
Der Zahlenwert der partiellen Elastizitéit, gibt an, um wie viel Prozent sich der

Funktionswertf (x,, X,,...,%, )néherungsweise andert, wenn sich die Variaplan ein
Prozent &ndert und die Ubrigen Variablen konstbnbén.

BS. 2. 2.(Fortsetzung
Bestimmen und interpretieren Sie die partiellers&t#aten der Produktionsfunktion

y(A K) = 2002 [K°®

10



im Punki(20, 10.

Losung:
£, A(A K) Dy
8 y(A K)
A -
= ——5 s V4LA 08[K%%=0.2

Erhoht man die Arbeitskrafte um 1%gal von welchem Niveau guso erhoht sich die
Produktion um etwa 0.2 Prozent.

K
y(A K)
_ K
T 2[A°2[KO8

Ey,K(A’ K) = [yK

[1.6[A>*[K™°?= 0.8

Erh6ht man das Kapital um 1%gal von welchem Niveau guso erhdht sich die Produktion
um etwa 0.8 Prozent.
Damit erhalten die Exponenten in der Cobb-DouglaskEon einen 6konomischen Inhalt.

D. 2. 13(Implizite und explizite Funktionei
Seif : D(f) - R® eine Funktion der Variabler undy . Eine Funktion

y=9(X, xO0 D(g O R, die in der Form

f(xy)=f(x9(x)=0
vorliegt, hei3implizit. Liegt gin der Formy = g(X) vor, dann heil3g explizit

B.2.11.
Jede explizit gegebene Funktigr= g( x) kann als implizite Funktion

f (x, y) = y— g( ¥ = 0geschrieben werden. Dagegen kann eine nur exgégg¢bene

Funktion nicht auf eine explizite Form gebrachtaesr. Der Graph der Funktiogentspricht
der Isohohenlinie vorf mit der Héhe =0.

S.2. 4.
Seif : D(f) - R', D(f)O R eine aufD( f)differenzierbare Funktion. Sei die Funktion,

durch die Gleichungdf (x, y) = 0implizit gegeben.
Dann gilt far alle Steller(x, y)' 0 D( f) mit f,(x,y)#0:

= fx (% Y)
g (X) - fy (X, y) .

Ist x =h(y) die zuy = g(X) gehdérende Umkehrfunktion, dann gilt fir alle Stelle
(%, y)" O D(f)mit f,(x,y) # O:

11



vy (xy)
9= f(xy)

D. 2. 14.(Homogenitat, Homogenitatsgrgd
Eine Funktionf heiRthomogen vom Grade wenn fiir allexd D( f)und alleAOR', A >0

gilt:

AXOD(f)und f(Ax)=A" Of(x).

Dabei heitr OR*derHomogenitatsgrad voh.

BS. 2. 3.
Die Produktionsfunktion eines Unternehmens flirHiestellung einer Ware aus den
Produktionsfaktoren Arbeitskraft und Kapitak lautet:

y(AK)=2A+ K}+0.5KK

Es gilt
yATAATK) = 20A A)° + (1K)’ + 0.50A A°[{A K)
=2y (AK).

Man sieht, dass bei Vervielfachung der unabhangigerablenxund y um den gleichen

Faktor/ die Produktiony( A K)auf dasA®-fache steigt. Der Homogenitatsgrad der Funktion
ist also gleich 3.

B.2.12.

Der Homogenitatsgrad kann jeden beliebigen reéfent annehmen. Im eindimensionalen
Fall sind die Potenzfunktionen

f(x)=aX, alR, a0,
homogene Funktionen von Grade

S.2.5.
Die Funktion f : D(f) - R, D(f)O R' sei homogen vom Grade Dann gilt die
Eulersche Formel

n

PO (XpeX) = 20, (00%,) DX

i=1

Gilt umgekehrt die obige Beziehung fur eine Funktioan allen Stellen ihres
Definitionsbereiches, so ist homogen von Grade

12



BS. 2. 3(Fortsetzung
Fir die Funktion
y(AK)=2A+ K}+0.5KK
gilt:
V.(AKOA=6 A+ KK, Y« (A K)=3~& +0.5K [K.
Die Addition beider Gleichungen ergibt
YA(AK)OA+ y (AK=6A+3K+15K K= 31y AK.

D. 2. 15.(Konvexitat, Konkavitat
Der DefinitionsbereictD(f) 00 R" einer reellwertigen Funktioh sei eine konvexe

Punktmenge.
Dann heif3t die Funktioh

1. konvex falls fiir alle Stellenx', x* 0 D( f) und fur alleA 0[O0, 1] gilt:
f (A +(1-2)0¢) < A0F(X)+(1-A) 0f ( %),
2. konkay falls fiir alle Stellenx, x* 0 D( f) und fur alleA 0[O0, 1] gilt:

f (A +(1-2)0¢) 2 A0f( X)+(1-A) 0f ( %),

3. streng konvekzw.streng konkayfalls fir alle Stellenx*, x>0 D( f), x"# x’und fur alle

A0]o, {gilt:
f (A +(1-2)0¢) < ADF( X) +(1-2) 0f ( ¥)
bzw.
f (A +(1-2)0¢) > A0f (X)+(1-A) 0f ( X).
B. 2. 13.

. Ist eine Funktiori konvex (bzw. konkav), so ist die Funktign f ) konkav (bzw. konvex).

1
2. Die Konvexitat bzw. Konkavitat einer Funktiébtdsst sich auch auf (konvexen)
Teilmengen voD( ) erklaren, speziell auf Intervallgm b] [0 D( f) oder

£ —Umgebungery,_(x°) O D( f).

3. Der DefinitionsbereictD( f ) einer konvexen oder konkaven Funktion muss koneex s

Andernfalls kénnte trotx*, x* 0 D( f) gelter(Axl + (1—/1)x2) 0 D(f), wodurch
f (Ax' +(1-2)%*) nicht erklart ist.

4. Eine Untersuchung auf Konvexitat (Konkavitatyexi Funktion mithilfe der Definition
D. 2. 15. ist oft sehr aufwendig und schwiebig@her benutzt man andere Kriterien.

13



D. 2. 16.(Quadratische Form)
Sei Ai=(g), i, j=1, 2,..n eine symmetrische Matrix und] R'. Dann nennt man den

Ausdruck
Q=X AXx
bzw.

n n

Q=22 axX

i=1 j=1
guadratische Form

D. 2. 17.(Definitheit)
Eine quadratische Form heifl3t

1. positiv (negatiy definit, wenn fir allex # 0, x0 R',die FormQ positiv (negativ) ist.

2. positiv (negatiy semidefinigenau dann, wenn alle Eigenwerte ¥amchtnegativ
(nichtpositiv) sind.

3. indefinitgenau dann, wenmlipositive und negative Eigenwerte hat.

S.2.6.
1. Eine quadratische Form ist positiv definit gedauan, wenn fir die folgenden
Unterdeterminanten voAgilt:

a, - . . Q,
deta, > 0, deEa“ a12J> 0, det. . . . .|>
3, a,
8y - . . &y

2. Eine quadratische Form ist negativ definit, wéimdie folgenden Unterdeterminanten gilt:

a, . . . a,
a; &, 85 .
deta, > 0, deta, @, as|< 0,..( )1 det. . . . .|>
83 85 Ay
8y - - . &,

BS. 2. 4.
Untersuchen Sie folgende Matrix auf Definitheit.

11 -1
A=|1 2 0.
1 0 3

14



LOsung:

11 11 -1
detl= 1> 0O, de(t1 Zj: 2 0 detl 2 |68 >5.
1 0 3

Also ist Apositiv definit.

S.2.7.
Hat eine Funktionf : D(f) - R'stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung auf demvexen

und offenen Definitionsbereidd f( D R", so gilt:

1. f ist genau dann konvex, wenn die Hesse-Matrix

X% fX1X2 T fxl)ﬁ

XX fxle T fxz)ﬁ
H(x):=|"

fxnx1 fw& Co fm

von f fur alle xO D( f) positiv semidefinit ist.

2. f ist genau dann konkav, wenn die Hesse-Matrix ¥diir alle x [0 D( )
negativsemidefinit ist.

S.2.8.
Hat eine Funktion stetige partielle Ableitunger©2dnung auf dem konvexen und offenen

Definitionsbereictb ¢ )11 R", so gilt:
Die Funktionf ist streng konvex, wenn die Hesse-Matrix fur alleéD( f) positiv definit ist,
und f ist streng konkav, wenn die Hesse-Matrix fir atlé D( f) negativ definit ist.

B.2.14.

Fur den falln = 2gibt es eine zur Semidefinitheit Aquivalente Aussale dann zu den
folgenden Kriterien fur Konvexitat und Konkavitdaher zweimal stetig differenzierbaren
Funktion zweier Variablen flhrt:

S.2.9.
Eine Funktionf zweierunabhangiger Variablen sei auf einem konvexenaiffahen

DefinitionsbereictD( f ) erklart und habe auf dem Definitionsbereich stetigeielle
Ableitungen 2. Ordnung. Dann gilt:

1. f ist genau dann konvex, wenn gilt:
f,20, f,20, f .0 >(f) 0(xy) 0D -

2. f ist genau dann konkav, wenn gilt:

15



f<0, f, <0 f,0F >(f) , O(xy) 0D

B. 2. 15.
Giltin Satz S.2.9. das Kriterium 1. bzw. 2., sgf@usf, > 0sofortf >0 bzw.

ausf,, <0auchf, <0 und umgekehrt. Es reicht also entwedgroderf, zu untersuchen.

D. 2. 18.(Das Differential 2. Ordnung
Sei die Funktiorf aufD (f ) 0 R" definiert und habe stetige, partielle Ableitungareiter

Ordnung. Seixd D( f)und seiel\x,...,Ax, reelle Zahlen.
Dann ist da®ifferential 2. Ordnung an der Stebkeerklart durch:

d?f(x) g;%g}’(‘)m X DX

D. 2. 19.(Relative und absolute Extrema
1. Man sagt, dass eine Funktibn D(f) -~ R', D(f)O R' , an der Stelle

x° =(x,...,x )0 D( f) einglobales(absolutey Maximumbzw. Minimumbhat, falls gilt:

f(x°) = f(x), OxO D(f)
bzw.
f(x%) < f(x), OxOD(f).

Man spricht von einetrikten globaler{absolutef Maximumbzw. Minimum falls gilt:

f(x°)> f(x), OxO D(f), x# ¥
bzw.
f(x°) < £(x), OxOD(f), x# X.

2. Man sagt, dass eine Funktibn D(f) - R, D(f)O R', an der Stelle

x° =(x,...,X0)O D( f) einlokales(relative§ Maximumbzw. Minimumhat, falls gilt:

f(x°) = f(x), OxOD(f)n U, (X)
bzw.
f(x°) < f(x), OxOD(f)n U, (X).

Man spricht von einestrikten lokalegrelative9 Maximumbzw. Minimum falls gilt:
f(x°)> f(x), OxOD(f)n U, (X), x# X
bzw.

f(x°) < f(x), OxOD(f)n U, (), xz X.

B. 2. 16.
Der Oberbegriff fir Minima and Maxima iEixtrema

16



D. 2. 20.(Kritische Stellg
Seif: D(f) - R* mit y= f(x,...,% ), D(f)0 R ,an der Stellex’ = (x’,...,x )0 int D(f)

eine nach allen ihren Variablen partiell differesrbiare Funktion. Der Punkf heil3t eine
kritische Stellevon f , falls gilt

£, 00, X)=0, i=1 2,.n

S.2.10.

Seif : D(f) - R" eine an der Stelbé = (x’,...,x°)d int D( f) nach allen ihren Variablen
partiell differenzierbare Funktion.

Wennf in (x7,...,x°) ein relatives Extremum besitzt, dann(igt....,x°) eine kritische Stelle
vonf .

S.2.11
Seix’ =

(X,...,X*)eine kritische Stelle der Funktidn D(f) - R'. Istf in einer Umgebung

U, (x°) streng konvex bzw. streng konkav, so beditazh der Stella’ ein striktes Minimum
bzw. ein striktes Maximum.

S.2.12.
Die Funktionf : D(f) - R'besitze stetige Ableitungen zweiter Ordnung anSielle

x° =(x,...X)dint D(f) und x° sei eine kritische Stelle vdn. Ist die Hesse-Matrix an der
Stelle x°

1. negativ definit, so besitzt an der Stell&® ein striktes lokales Maximum,
2. positiv definit, so besitAt an der Stelle® ein striktes lokales Minimum.

S.2.13.
Eine Funktionf : D(f) — R', D(f) O Rbesitze stetige partielle Ableitungen zweiter

Ordnung an der Stelié = (x, x0) Jint D( f).
Istx® = (X, %) eine kritische Stelle vohund gilt

£, (0, O, (€, )> (£, (5% %)
sowie

1. f,, (%, %) >0(und damit auchf, , (x/, %) > 0), so besitztf an der Stellgx;, x;) ein
striktes lokales Minimum bzw.

2. f,,. (X, %) <0(und damit auchf, , (x/,;) <0), so besitztf an der Stellgx’, x;) ein
striktes lokales Maximum.

S.2.14.
Eine Funktionf : D(f) — R', D(f) O R’besitze stetige partielle Ableitungen zweiter

Ordnung an der Steli€ = (x, x0) dint D( ).
17



Fall f an der Stell{x’, x0) ein lokales Maximum bzw. Minimum besitzt, ist’, x0) eine
kritische Stelle vorf , und es gilt

2

£ (40 T, 00, ) > £, 08, %)
sowie fxlxl(xf' Xg) <0
bzw. fxm(xf, X)) = 0.

D. 2. 21.(Sattelstelle, Sattelpunkt

Seif : D(f) - R, D(f)0 R, eine Funktion, die ir{x?, x;) 0 D( f) stetige partielle
Ableitungen 1. Ordnung besitzt. Sgi’, x2) O D( ) eine kritische Stelle der Funktidn

Dann heilRt(x, X;) eineSattelstelle vori , falls f an der Stelléx’, X0) kein lokales Extremum

hat. Der zugehdrige Pur(ktf, x2, f(x, xg)) heiRtSattelpunkion f .

S.2.15.
Eine Funktionf : D(f) — R', D(f) O R’besitze stetige partielle Ableitungen zweiter

Ordnung an der Stel{e, x2) 0 D( f)und (X, X)) sei eine kritische Stelle van. Gilt
aul3erdem

2
f O ) O, €, ) < ( £, 08, %))
so hat f an der Stell¢x’, X)) eine Sattelstelle.

B.2.17.
Gilt fur eine kritische Stellex’, x9)

fX1X1(Xf' Xg) Dfxzxz(xf’ Xg) = ( fxlxz( Xfa )Q))zy

so kann an dieser Stelle ein relatives Extremunn adeh ein Sattelpunkt vanvorliegen.

BS. 2. 5.
Gegeben sei die Produktionsfunktion

Q(r,r,) = 440+ 4,+ 10,—r 2 + B)1,— 25
mit
r.r,: Inputmengen

Q: Output.

Bestimmen Sie die Inputkombination, fur die der gitmaximal wird.
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Solution:
er(rl’rz) =4-2,+3,=C
Q,(n,r)=10+3,-5%,=C

= =50, r,= 3¢

Q(hr)=-2, Q, €r,)=3 Q,, L, F-t
Far die Inputkombinatiom, =50, r, = 32 wird der Output maximal sein, denn:
2
Qu (1)@, (rr)=[Q, (uf )| = (-2A-5)-3=1> 0an@®,, rr, ¥- 2

Der maximale Output lautet da@i50,32)= 70C.

—
=
T TS
- ............’
........... /

D. 2. 22.(Extremwertproblem unter Nebenbedingungen
Unter einenExtremwertproblem unter Nebenbedingungerstehen wir folgende Aufgabe:

max{ f :D(f )~ R, D(f)0 R |g (0= 0,3 D(f), = 1,2,...n)
(min)

B.2.18.
Fur die L6ésung der Extremwertprobleme unter Nebéimggingen bieten sich zwei
Madoglichkeiten an:

(1) die Variablensubstitution,
(2) die Multiplikatorenregel von Lagrange.

B. 2. 19.(Variablensubstitution

Fur den Fall, dass sich das System der Gleichungelnmder Variablen auflésen lasst, kann
man das Problem auf ein Ubliches Extremwertprolderickfihren.

Durch g;(x), i=1,2,..m sind dann namlictn Funktioneng,,...,¢,von n— mVariablen

X0 @,0€geben, so dass gilt:
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X = @1 (Kpep -0 X,)
Xy = Po( Xz X,)

X0 = @ (Xoggseees X,,)-
Setzt man die so gewonnenen Ausdrickexiir.,x  in die Funktionf ein, deren

Extremwerte gesucht sind, so erhalt man eine zusamgesetzte Funktiof , die nur noch
von denn—mVariablenx,,,,...,x,abhangt. Diese Variablen unterliegen ihrerseitadwi
weiteren Beschrankungen mehr. Damit hat man:

max{ f*:D(f")~ R ,D(f )= D(f)n D@ )n D@)n ..n DG, }
(min)

S.2.16.
Seienf : D(f) - R, D(f)OJ R undg: D(g) - R, D(g O R.Es bestehe das Problem

max{ f (¢.%) |90, %)= 0

mig)
Sowohl f als auchg sollen nach allen ihren Variablen stetige partiélideitungen erster
Ordnung besitzen. Zudem gelte in einer Umgebungsgimeren Punkte(S(f, xg)D D(g)

a—g;to (oderﬂi 0.
0%,

0%
Dann wird durchg(x, x,) implizit eine Funktiop (bzw. ¢ )gegeben, derart dass

X =@(%) (bzw.x, = (x) ) gilt
In diesem Falle ist eine notwendige Bedingung fiirExtremum vorf an der Stelle(xf, xg)

unter der Nebenbedingurgy x, x,) = 0dadurch gegeben, dass an der St(etfex‘z)) gilt:

99
of L of 4 9% |_g
ox, 9% | 99
4
bzw.
99
of  of ax, | _
- 4+ -1 | =
ox 0% | 99
0X,
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BS. 2. 6.
Ein Konsument hat fiir zwei Gut@; und G,die Nutzenfunktion

U(x,y) =2x0y, (x y> 0).

Hier sind:
x: die Menge des Gut&s,

y: die Menge des Gut&s, .

Die GuterG, bzw. G, kosten 3 GE/ME bzw. 2 GE/ME.

Der Konsument méchte fur die Guterbeschaffung g@&@aGE ausgeben.
Fur welche Guterkombination hat der Konsument darimalen Nutzen?

LOsung:
Es liegt folgendes Problem vor:
U(x,y) =2xy - max!

unter der Nebenbedingung

3x+ 2y = 60.
Es qilt:
3
=——x+30,
y 2

U'(x) = ZXEﬁ—g X+ 30) ~ max

U™ (x) =-3X +60x -~ max

. . _—
OIL=—6x+60, di:=O = x=10 d'v
dx dx dx?

=-6<0.

Damit nimmt die FunktiotJ” (x) ihr absolutes Maximum ix=10. Die Substitution dieses

Wertes in die Nebenbedingung liefgrt 15.
Fur die Guterkombinatiox =10undy =15erzielt der Konsument einen maximalen Nutzen

von U (10,15)= 30(Einheiten.

S. 2. 17(Lagrangesche Multiplikatorregél
Seienf und g,,i =1,2,...m reellwertige Funktionen vonreellen Variablenx,, x,,...,%, mit
m< n. Die Funktionerf und g,, g,,...,g,mogen in einer Umgeburlgg(xf, xg,...,)g?)einer

Stelle(xf, xgxf)D D(f)n D(g)n ...n D(g, )nach allen Variablen stetige partielle
Ableitungen erster Ordnung besitzen.
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Die (Jacobische) Matrix

99, 99

ox, "0X,
J(X):=].

99, 99y,

o ok

besitze an der SteIQe!f, x;’)go) den Rangn.
Sei

die Lagrangefunktiordes gegebenen Problems.
Dann ist eine notwendige Bedingung fir ein Extrenvam f (x,,...,x, )an der Stelle

(xf X2,y )gﬁ’) unter den Nebenbedingunggix) =0, i=1,2,..m

B. 2. 20.

Auf die hinreichenden Bedingungen fur die Existeimes relativen Extremums einer
Funktion mit mehreren Variablen unter Nebenbediggunals Gleichungen wollen wir hier
nicht eingehen.

BS.2.7.
Losen Sie das Beispiel BS. 2. 6. nach der Methedé agrange-Multiplikatoren.
(Verwenden Sie dazu nur die notwendigen Bedingungen

LOsung:

L(x, y;A) = 2x0y+ A [{3x+ 2y~ 60,
L (x y;4)=2y+31=0 = )|:—:_23x 2

L,(x, y;iA)=2x+2A=0 = A=-x
L, (%, y;4) =3x+ 2y- 60= C

2

e = x=10, y= 1!
3x+2y- 60=
A=-10.
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D. 2. 23 (Problem der mathematischen Optimieruhg
Unter demProblem der mathematischen Optimierwegstehen wir

opf{ f(0]g(N<0, i=1,2,..m;x2 0,F 1,2,..39.

B. 2. 21.
Um die Existenz einer Losung des Problems der matischen Optimierung sicherzustellen
und um auch Ldsungsverfahren angeben zu kdnnehdmrfolgenden Bedingungevichtig:

(B1) g,...,9, sind konvex.
(B2) f ist auf denrulassigen Bereich

M:={xOR [g(X<0, i=1,2,.m;x2 0,j= 12,13

konvex.
(B3) M besitze mindestens einen inneren Punkt, d.hViat] .
(B4) f,q,,....0, besitzen stetige partielle Ableitungen 1. Ordnnagh allen Variablen

D. 2. 23.(Sattelpunkt der Lagrangefunktiohp
Man sagt, die Lagrangefunktion besitzt an der StélkinenSattelpunkt

bezuglich X, ....% iA;,...A,) 2 , wenn gilt:
L, XAy oA ) S L X 20 A < U X AL A,

O(%,--%)=0, O@Q,,..4,)= 0

S.2.18.
Ist(xf,...,x?;/]lo,.../]n?) ein Sattelpunkt voh bezuglich(x,, ..., %, iA;,...A,) = (, SO |s(xf>g3)
eine Losung des Problems der mathematischen Optinge

S.2.19.

Es gelten die Bedingungen (B1-B4). Weiter(fxéj...x?) eine L6sung des Problems der
mathematischen Optimierung.

Dann existierermreelle ZahlenA?’,...,A° > 0,so dassf ein Sattelpunkt der Lagrangefunktion

bezuglich(X,,....% A;,...A,) = Gist.

S. 2. 20(Kuhn-Tucker)
Es gelten die Bedingungen B1 — B4. Hat die Lagramdeion einen Sattelpunkt

(Xf,---,xf;ﬂlo,.../l,ﬁ), so gilt:

L, (%, X0A2, . A0) 2 0, = 1,2,.0
L, (%, XiAL, A< 0, = 1,2,.m

SO, (K AL AY) = €

=1
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i/]io L, (XA Ag) = €.
i=1

S.2.21.
Unter den Voraussetzungen Bl — B4 sind die Kuhrk@éu8edingungen auch hinreichend

dafr, das@(f,...,)gﬁ’;/}f,.../ln?) > (ein Sattelpunkt der Lagrangefunktion ist.

S.2.22.
Es gelten die Voraussetzung(axd),...ﬁ) > Ogenau dann eine Lésung des Problems der

mathematischen Optimierung, wenn reelle Zalfen.),...,A° > Cexistieren, so dass die
Kuhn-Tucker-Bedingungen erfillt sind.

(Letzte Aktualisierung: 13.09.06)
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