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Analysis in der Ökonomie
(Teil 2)
Lösungen

1.

 6.06.08.0 KA
A
y −=

∂
∂ , 4.04.02.1 −=

∂
∂ KA
K
y

2.

i) 1841.52)200 ;1000( =
∂
∂
A
y ; 2302.65)200 ;1000( =

∂
∂
K
y

   Bei einer Ausgangssituation von 1000 Arbeitseinheiten und 200 GE erhöht sich der Ertrag
   Etwa um 52.1841 Einheiten, wenn c.p eine Arbeitseinheit mehr, bzw. um 65.2302
   Einheiten, wenn c.p. eine GE mehr eingesetzt wird.

ii) AK 8=  , 1316.109=
∂
∂
A
y ; 4104.3=

∂
∂
K
y

   Unter den gegebenen Voraussetzungen wird der Ertrag etwa um 109.1316 Einheiten erhöht
   bei einer Erhöhung von A  um eine Einheit, um 3.4104 Einheiten bei Erhöhung von K  um
   eine GE (bei Konstanz der jeweils anderen Einflußgröße).

3.

0.2 0.20.8 0;y A K
A

−∂ = >
∂

0.8 0.80.2 0y A K
K

−∂ = >
∂

,

   d.h. der Output ist sowohl bzgl. der Arbeit als auch bzgl. des Kapitals zunehmend.
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− −∂ ∂= = >
∂ ∂ ∂ ∂
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   d.h. die Grenzproduktivität der Arbeit (bzw. des Kapitals) nimmt mit steigendem
   Arbeitsinput (bzw. Kapitalinput) c.p. ab. Die entsprechenden partiellen Ertragsfunktionen
   ),( 0KAyy =  (bzw. ),( 0 KAyy = ) sind konkav; sie genügen dem Gesetz abnehmender
   Ertragszuwächse.
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4.
1.

(40,  60) 2352.16P =

2.

0.4 0.4( , ) 30 ,           (40,60) 35.28A AP A K A K P−= ⋅ = .

Erhöht man, ausgehend von 40,  60A K= = , nur A um eine Einheit, so erhöht sich die
Produktion um etwa 35.28 Einheiten.

3.
0.4 0.4

, 0.6 0.4( , ) 30 0.6
50P A

AA K A K
A K

ε −= ⋅ ⋅ =
⋅

.

Erhöht man, ausgehend von 40,  60A K= = , nur A um ein Prozent, so erhöht sich die
Produktion um etwa 0.6 Prozent.

5.
1.

(100,  90) 3715.61P =

2.

0.3 0.3( , ) 28 ,           (100,90) 28.90A AP A K A K P−= ⋅ = .

Erhöht man, ausgehend von 100,  90A K= = , nur K um eine Einheit, so erhöht sich die
Produktion um etwa 28.90 Einheiten.

3.
0.3 0.3

, 0.3 0.7( , ) 28 0.7
40P A

AA K A K
A K

ε −= ⋅ ⋅ =
⋅

.

Erhöht man, ausgehend von 100,  90A K= = , nur K um ein Prozent, so erhöht sich die
Produktion um etwa 0.7 Prozent.

6.
a)
 012)5 ,2( >=Ay , 0147)5 ,2( <−=Ky ,

062)5 ,2( <−=AAy , 072)5 ,2( <−=KKy ,

085 ,2()5 ,2( >== KAAK yy .

In der Umgebung der Inputkombination (2, 5) verläuft die Produktionsfunktion
monoton steigend bzgl. A , monoton fallend bzgl. K . Die Krümmung bzgl. beider
Parameter ist konkav, d.h. die Grenzproduktivitäten der Arbeit und des Kapitals
nehmen ab. Die Grenzproduktivität nimmt mit steigendem Kapitaleinsatz zu und
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umgekehrt.

b)
0922)2 ,10( <−=Ay , 0236)2 ,10( <−=Ky ,

0188)2 ,10( <−=AAy , 014)2 ,10( >=KKy .

052)2 ,10( <−=KAy

In der Nähe der Inputkombination (10, 2) verläuft die Ertragsfunktion monoton fallend
bzgl. der Arbeit oder des Kapitals; bzgl. Arbeit ist die Krümmung konkav, bzgl. des Kapitals
konvex, d.h. die Grenzproduktivität der Arbeit nimmt ab, die des Kapitals zu. Die
Grenzproduktivität der Arbeit bzgl. des Kapitals und umgekehrt nehmen ab.

7.

1.

i) dAKAdA
A
ydyA

8.08.04.0 −=
∂
∂= ; dAdyA 2297.9)10,20( ≈

dKKAdK
K
ydyK

2.02.06.1 −=
∂
∂= ; dKdyK 8379.1)10,20( ≈

     ii)       dK
K
ydA

A
ydy

∂
∂+

∂
∂= ; dKdAdy 8379.12297.0)10,20( +=

2.

a) 115.0)1.0 ,3.0 ,10 ,20( ==−=== dKdAKAdy
b) 114.0)10 ,20()1.10 ,7.19( =−=∆ yyy

8.

1.
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1
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∂
∂

p
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2

2

2

2

GE/ME
ME

 5.1−=
∂
∂
p
x .

D.h. z.B.: Wenn der Preis 2p  des zweiten Gutes – c.p. – um eine 2GE/ME  steigt, so
            erhöht sich die Nachfrage 1x  nach dem ersten Gut um 2 1ME  usw.
2.

Aus (i) folgt: Da die Nachfrage nach einem Gut mit zunehmendem Preis des gleichen
Gutes c.p. abnimmt, aber mit zunehmendem Preis des anderen Gutes c.p. zunimmt,
handelt es sich um substitutive Güter.

3.
Aus dem vorgegebenen linearen Gleichungssystem erhält man:
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17
310

17
10

17
16),(

17
900

17
40

17
13),(

21212

21211

−+=

−+=

xxxxp

xxxxp

 d.h.

)
17
310

17
10

17
16(),(),(

)
17
900

17
40

17
13(),(),(

2122122212

2112111211

−+==

−+==

xxxxxpxxxE

xxxxxpxxxE

2111 ME 9.13   ,ME 16 == xx ,

  so dass schließlich für die Grenzerlöse bzgl. der Mengen gilt:

 1
1

1 GE/ME 24.33)5 ,8( =
∂
∂

x
E

2
2

1 GE/ME 65.37)5 ,8( =
∂
∂

x
E ,

  d.h. erhöht man – ausgehend vom Preisniveau 5   ,8 21 == pp  - c.p. die Menge um
              )ME 1 (bzw. ME 1 21 , so steigt der Erlös des ersten Produktes um  36.24 GE (bzw.
              37.65 GE).

               1
1

2 GE/ME 084.13)5 ,8( =
∂
∂

x
E

2
2

2 GE/ME 18.13)5 ,8( =
∂
∂

x
E ,

  d.h. eine Mengenzunahme um )ME 1 (bzw. ME 1 21 , bewirkt eine Erlössteigerung des
              zweiten Produktes um  13.08 GE (bzw.  13.18 GE).

9.

1. 0
3.08.0100

3.0

21

2
, 21

>
+−

=
pp

p
pxε ; 0

6.05.0150
5.0

21

1
, 12

>
−+

=
pp

p
pxε ;

d.h. die Güter sind substitutiv.
2. 02, 21

>= ppxε ; 01, 12
>= ppxε ;

 d.h. die Güter sind substitutiv.
3. 01

21, <−=pxε ; 01, 12
<−= ppxε ;

        d.h. die Güter sind komplementär.

10.

0689.02.0)04.025.0()2.0 ,9 ,5  ,4( 6.0
3

6.0
1

5.0
2

5.0
113211

=⋅+===== −− rrrrdrrrrdxr

0314.0)1.0()4.125.0()1.0 ,9 ,5  ,4( 7.0
3

7.0
2

5.0
2

5.0
123212

−=−⋅+=−==== −− rrrrdrrrrdxr

0161.0)1.0()4.106.0()1.0 ,9 ,5  ,4( 3.0
3

3.0
2

4.0
3

4.0
133213

−=−⋅+=−==== −− rrrrdrrrrdxr

0214.00161.00314.00689.0
3

1
=−−== ∑

=i
ri

dxdy
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11.

1. 
),,(                         

)(32                         

()(3)(2)(),,(

321

321
2
3

2
2

2
1

321
2

3
2

2
2

1321

xxxrf
xxxxxxr

rxrxrxrxrxrxrxrxrxf

=
+−++=

+−++=

Gleichzeitige Erhöhung der Faktorquantitäten auf das −r fache bewirkt eine Erhöhung
der Produktquantität auf das −r fache.

2. 
),,(2
)(2

),,(
321

321
3211 xxxf

xxx
xxxf x

+−
= ; 0)100 ,100 ,100(

1
=xf

),,(2
4

),,(
321

12
3212 xxxf

xxxxxf
x

−
= ; 75.0)100 ,100 ,100(

2
=xf

),,(2
6

),,(
321

13
3213 xxxf

xx
xxxf x

−
= ; 25.1)100 ,100 ,100(

3
=xf

Ausgehend vom Produktionsniveau 100321 === xxx  erhöht man 1x  um 1 Einheit, so
erhöht sich die Produktion um etwa 0 Einheiten. Ähnliches gilt für 32  bzw. xx .

100321 === xxx

   6.0
)100 ,100 ,100(
)100 ,100 ,100(

3

2

2

3 −=−=
∂
∂

x

x

f
f

x
x

für 100321 === xxx  ergibt sich das Produktionsniveau 200, das durch geeignete
Faktorsubstitution erhalten werden kann. Wird der zweite Faktor um 1 Einheit erhöht, so
kann der dritte Faktor um etwa 0.6 Einheiten gesenkt werden.

3.    0)100 ,100 ,100()100 ,100 ,100(
11 ,, == xfxf ερ ,

 00625.0)100 ,100 ,100(
3, =xfρ ;  00625.0100)100 ,100 ,100(

3, ⋅=xfε

12.

1.

242)100 ,100( ≈f

1
21 2

10),(
1 x

xxf x = ⇒ 5.0)001 ,100(
1

=xf
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1
20),(
2

212 +
=

x
xxf x ⇒ 2.0)001 ,100(

2
≈xf

2.0)100 ,100(          ,002.0)100 ,100(
11 ,, ≈≈ xfxf ερ

08.0)100 ,100(        ,0008.0)100 ,100(
22 ,, ≈≈ xfxf ερ

2.

( ) 9.0)100 ,100(       :21 =∇= rfr TT

( ) 2.1)100 ,100(       :12 =∇= rfr TT

Die Richtung ( )21  bewirkt einen Absatzzuwachs von 0.9, die Richtung ( )12  einen
Absatzzuwachs von 1.2.

Wird das Budget 1x  doppelt so stark erhöht wie das Budget 2x , so ist dies für die
Absatzwirkung wegen 1.2 > 0.9 günstiger als eine Erhöhung des Budgets 2x  um das Doppelte
von Budget 1x .

3.

14      
202

)1(10
),(
),(

1 21
1

2

21

21

2

1 +=⇔
⋅
+−

==− xx
x
x

xxf
xxf

x

x

Die Absatzzuwächse bei steigendem Budget 1x  bzw. 2x  sind gleich für alle ( ) 021 >xx

mit 14 12 −= xx . Zum Beispiel ( ) ).11 ,9( ),7 ,4( ),3 ,1(21 =xx  Der Quotient 
1

2

x
x  fällt für

steigendes 1x .

4.

7.02.05.0)100 ,100()100 ,100()100 ,100( 21

~

21
=+≈∆+∆=∆ xfxff xx

13.

1.

36012623                  
)(),(

2121
2
2

2222212

−++−−=

−=

ppppp
xKxpppG

6958.0)100 ,100( =∆f

32021042                  
)(),(

2121
2
1

1111211

−++−−=

−=

ppppp
xKxpppG
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680128106322),( 21
2
221

2
121 −++−−−= ppppppppG

2.

010624),( 21211
=+−−= ppppGp

012862),( 21212
=+−−= ppppGp

15     ,19 21 == pp

6          ,2          ,4
222111

−=−=−= pppppp GGG

Wegen  0-4    ,0)2()6()4()(
21212211

22 <=>−−−⋅−=−⋅ pppppppp GGGG  ist der Gewinn für
15     ,19 21 == pp  maximal; er beträgt 1287)15 ,19( =G GE.

3.

)(:288882)16 ,( 1

~

1
2
111 pGpppG =−+−=

22      0884)( 11

'

1

~
=⇔=+−= pppG

  04)( 1

''

1

~
<−=pG

Damit ist 1G  für 221 =p  maximal; der maximale Gewinn beträgt 680 GE.

4.

Da der Preis 191 =p  auf 221 =p  ansteigt, ist es für die Käufer vorteilhaft, wenn der Konflikt
beigelegt wird.

14.

1.
Es gilt

10=n ,   55
10

1
=∑

=t
t , 385

210

1
=∑

=t
t , 140)(

10

1
=∑

=t
ty , 836)(

10

1
=⋅∑

=t
tyt

Die Lösung des Gleichungssystems

83635855
14055   10

=+
=+

ba
ba

ergibt:

  8.0          ,6.9 == ba
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Die gesuchte Trendfunktion lautet damit

tty 8.06.9)( +=

2.

tty
tyty 8.06.9

8.0
)(
)(')(

+
==ρ fällt monoton gegen 0

t
t

ty
ttyty 8.06.9

8.0
)(

)(')(
+

=⋅=ε fällt monoton gegen 1

3.

     2.19)12(         ,4.18)11( == yy

15.
Der Preis bei der ersten Alternative beträgt:

5.15000030 =⋅=p  Mio. €

Das Modell der zweiten Alternative:

( ) !203025
2
3, 21

2
2

2
121 Minxxxxxxp →+−++=

unter der Nebenbedingung

3021 =+ xx .

Setzt man 12 30 xx −=  in die Funktion p ein, so erhält man.

( ) ( ) 2030302530
2
3)( 11

2
1

2
11 +−⋅−+−+⋅= xxxxxp

          !205.
2
5

1
2
1 Minxx →+−=

55)( 11
' −= xxp , 055 1 =−x , 11 =x

05)( 1
'' >=xp .

2913030 12 =−=−= xx .

75.1202930125291
2
3)29 ,1( 22 =+⋅−⋅++⋅=p  Mio. €

Damit ist die erste Variante für die Firma günstiger.
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16.
1.

( ) ( ) ( ) !27504000, 2
2

2
121 MinxxxxK L →−+−=

45002 21 =+ xx

( ) ( ) ( ) ( ) !4500227504000,, 21
2

2
2

121 MinxxxxxxL →−+⋅+−+−= λλ

( ) ( ) 0140002 1
1

=+−⋅−⋅=
∂
∂ λx
x
L              λ5.04000       1 −=⇒ x

( ) ( ) 02127502 2
2

=+−⋅−⋅=
∂
∂ λx
x
L           λ−=⇒ 2750     1x

( ) 04500275025.04000 =−−⋅+− λλ     2000     =⇒ λ

750     ,3000 21 == xx .

(Es lässt sich zeigen, dass auch die notwendigen Bedingungen für diese Lösung erfüllt sind.)

2.

( ) !5000000750,3000 =LK

17.
1.

Es ist zu lösen das Problem

{ }2000|22 321321 =⋅⋅++ xxxxxxMin :

)2000(22),,,( 321321321 −⋅⋅+++= xxxxxxxxxL λλ

32
32321

2      02),,,(
1 xx

xxxxxLx
−=⇒=+= λλλ

32
32

321
32

321321

~

40002                    

)2000(222),,(

xx
xx

xxx
xx

xxxxxxL

++=

−−++=

 040002),,(
3

2
2

321

~

2 =−=
xx

xxxL x

 040001),,( 2
32

321

~

3 =−=
xx

xxxL x

2332321

~

3321

~

2 2      0 2),,(),,(   2 xxxxxxxLxxxxLx x =⇔=−=−⇒
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20   ,10       0
4x
4000-1  4000-1 323

2
2
32

==⇔== xx
xx

10      2000200 11321 =⇔== xxxxx

( )


















=
2
32

2
3

2
2

2
3

2
23

3
2

32 80004000

40008000

,

xxxx

xxxxxxH  .

Wegen

0,   ,08000),(det 32
3

3
2

321 >∀>= xx
xx

xxH

0,    ,010)1664(),(det 324
3

4
2

6

322 >∀>⋅−= xx
xx

xxH

ist ( )32 , xxH  positiv definit und ( ) ( )201010321 =xxx  stellt eine kostenminimale
Faktorkombination zum Produktionsniveau 2000 dar.

2.

)20 ,10 ,10(
10
1

2000
200)20 ,10 ,10(

21 ,, xfxf ρρ ===

20
1

2000
100)20 ,10 ,10(

3, ==xfρ

)20 ,10 ,10()20 ,10 ,10(1)20 ,10 ,10(
321 ,,, xfxfxf εεε ===

18.
1.

2
33

2
22

2
11

333222111321

300200100                     

)()()(),,(

xxxxxx
xfxxfxxfxxxxU

−+−+−=

++=

)7032(300200100),,,( 321
2
33

2
22

2
11321 −+++−+−+−= xxxxxxxxxxxxL λλ

02100),,,( 13211
=+−= λλ xxxxLx

022200),,,( 23212
=+−= λλ xxxxLx

032300),,,( 33213
=+−= λλ xxxxLx

1221321321 2      024),,,(),,,(2
21

xxxxxxxLxxxL xx =⇔=+−=− λλ

1331321321 3      026),,,(),,,(3
21

xxxxxxxLxxxL xx =⇔=+−=− λλ
5      070147032)),,,( 11321321 =⇔=−=−++= xxxxxxxxL λλ
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902100    ),15 ,10 ,5(),,(   1321 −=+−==⇒ xxxx λ

( )
















−
−

−
=

200
020
002

,,, 321 λxxxH

Wegen

2),,,(det 3211 −=λxxxH
4),,,(det 3212 =λxxxH
8),,,(det 3213 −=λxxxH

ist ( )λ,,, 321 xxxH  negativ definit und ( ) ( )15105321 =xxx  maximiert den Umsatz mit
( )15 ,10, 5U =6650.

2.
Der Wert 90=− λ  gibt die näherungsweise Umsatzsteigerung für den Fall an, daß die
Kapazität 70 um 1 Einheit erhöht wird.

3.
Mit 23 xx =  und 7032 321 =++ xxx  folgt:

705 21 =+ xx  oder 21 570 xx −=

2
22

2
22

2
22321

277002100                    

200)570()570(100),,(

xx
xxxxxxxU

−+=

−+−−−=

5   ,13      054700)( 13222
' ==≈⇒=−= xxxxxU

054)( 2
'' <−=xU

6637)13 ,13 ,5( =U .

(Letzte Aktualisierung: 22.012.06)


	Analysis in der Ökonomie
	Lösungen

